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Abstract: The advancement of control techniques is fundamental for technological progress in
aerospace, industrial, and automotive fields. The inverted pendulum is a practical example
of the application of control techniques in these various areas. The aim of this study is to
design, implement, and compare control techniques capable of performing the swing-up motion
and stabilization of the inverted pendulum on a cart on an educational platform developed by
Instituto Federal de Santa Catarina campus Chapecd.

Resumo: O avango das técnicas de controle é fundamental para o progresso tecnologico em
areas como aeroespacial, industrial e automotiva. O péndulo invertido é um exemplo pratico
de aplicagao das técnicas de controle destas vérias areas. O objetivo deste estudo é projetar,
implementar e comparar técnicas de controle capazes de realizar o movimento de swing up e
estabilizagao do péndulo invertido sobre um carro em uma bancada diddtica desenvolvida pelo

Instituto Federal de Santa Catarina, campus Chapeco.
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1. INTRODUCAO

O péndulo invertido tem sido amplamente utilizado em
laboratorios ao redor do mundo por décadas, visando avan-
car em estudos e técnicas de controle. Este dispositivo
apresenta uma dindmica nao linear, o que o torna rela-
cionavel a outros problemas de controle igualmente nao
lineares. Geralmente, o equilibrio do péndulo é estudado
na posicao vertical para cima, uma situagao que apresenta
um ponto de equilibrio instavel. No contexto do péndulo
invertido sobre um carro, o carro que suporta o péndulo se
move linearmente ao longo de um trilho e é impulsionado
por um motor, enquanto a haste do péndulo tem movi-
mento livre, sofrendo apenas influéncia do movimento do
carro (Yang et al., 2022).

Técnicas de controle para estabilizar o péndulo em torno
do ponto de equilibrio instavel sao amplamente conhecidas
e podem ser aplicadas em diversas areas. A estabilizacao
de foguetes e o equilibrio humano sao exemplos anédlogos
ao péndulo invertido (Hurst, 2008). Em Stephenson (1941)
foi proposta uma das primeiras estratégias de equilibrio em
torno do ponto instavel de um péndulo invertido. Em seu
estudo, ele utilizou o péndulo invertido para demonstrar
que é possivel equilibrd-lo com uma vibragao de alta
frequéncia e baixa amplitude.

Em Mori et al. (1976), foram propostas diferentes técnicas
de estabilizacao para o péndulo invertido e também foi
desenvolvida uma técnica pioneira chamada swing up, com
objetivo de levar o péndulo da posi¢ao de repouso natural,
até o ponto de equilibrio instdvel e manter o mesmo
equilibrado. Este método foi o primeiro registro desse tipo
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de abordagem e foi baseado em uma técnica de bang-bang,
que oscila o esforco de controle apenas entre os valores mais
altos e mais baixos. Em outras palavras, o motor do carro
girava em rotagao maxima, apenas mudando de direcao.
Durante os testes, percebeu-se a necessidade de incluir
também a parada do motor ao método. Esse primeiro
controlador de swing up consistia em um ensaio simulado
a partir de condicOes iniciais e finais que determinavam
o tempo de comutagao entre os estados de saida para o
motor.

Em Astrom e Furuta (2000) foi apresentado um controla-
dor de swing up baseado em energia. O péndulo estudado
foi do tipo rotacional, este dispositivo consiste em duas
juntas rotacionais, a primeira movida por um motor e a
outra livre sustentando o péndulo. Se a aceleragao maxima
do pivo foi superior a 2g é possivel movimentar o pén-
dulo para a posicao vertical para cima com apenas uma
oscilagao, para aceleragbes menores sao necessarios mais
balangos .

O trabalho de Brock (2003) apresenta uma abordagem
inovadora ao projetar um controlador de swing up para
o péndulo invertido, que é baseado no controle de posi¢ao
do carrinho e é adequado para sistemas com movimento li-
mitado. O autor valida seu estudo em 4 diferentes péndulos
e traz os seguintes resultados: para péndulos de até 0,44
m o tempo necessario para atingir a posicao vertical para
cima é de 5,48 s, duas vezes maior se comparado a técnica
classica de Astrom e Furuta, porém se destaca pelo fato
de utilizar apenas 0,16 m, 3 vezes menor que a abordagem
classica.
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J4 em Muskinja e Tovornik (2006) sdo comparadas as
técnicas para o swing up, a estratégia baseada na energia e
l6gica fuzzy, além de uma técnica autoral para o equilibrio
do péndulo em torno do ponto de equilibrio instavel,
intitulada de controlador de estado adaptativo, tal técnica
funciona como um escalonador de ganho garantindo assim
que o chaveamento entre os controladores de swing up e
estabilizagao sejam convertidos para diferentes cendrios.
Para os limites do péndulo real do estudo, o controlador
de logica fuzzy convergiu para a posicao vertical para
cima, enquanto o controlador baseado em energia devido
ao limite do trilho, nao teve exito .

2. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

O sistema formado entre péndulo e carro é considerado
holonémico, ou seja, o nimero de graus de liberdade é
igual ao nimero de coordenadas generalizadas, que sao:

c- i

sendo 6 a posicao angular formada entre a haste do
péndulo e Y, conforme Figura 1 e z a posigao linear do
carro sobre o trilho.

O modelo do péndulo sobre carro pode ser analisado atra-
vés do método de Lagrange Montoya Giraldo et al. (2012).
A Equagao (1) é nomeada de Lagrangiana e consiste na
diferenca entre a energia cinética T' e energia potencial V'
do sistema:

L=T-V. (1)

A equacdo de Euler-Lagrange relaciona a forca generali-
zada com a taxa de variagdo do momento generalizado,

d (0L oL
a@ (80) = a0 @)

Podem ser também adicionadas em (2) as forgas externas
relacionadas a cada grau de liberdade, como as forgas de

atrito viscoso:
P [FG — Bca':]
€ —Byo
onde F, é a forca exercida para movimentar o carro, B, o
coeficiente de atrito entre o carro e trilho, B, coeficiente
de atrito viscoso no eixo do péndulo, & é velocidade linear

do carro e 6 a velocidade angular do péndulo. Adicionando
as forgas externas em (2) e isolando resulta-se em:

d (0L oL
a4 (80) L g 3)

A energia cinética total consiste na soma de T, e T,
energia cinética do péndulo e do carro respectivamente
conforme:

T=T,+T, (4)
é possivel ainda separar a energia cinética do péndulo entre
a parcela rotacional T}, e translacional T,

Ty = Tpr + Ty (5)

A partir da representagao da Fig.1 chega-se nas seguintes
energias cinéticas para péndulo e carro:

1 .
ﬂwz§ﬁ2 (6)
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Figura 1. Modelo do péndulo sobre carro.
1 . 2 1 . 2
Ty = 5m (i +dfcost) + Jm (dfsing) (1)
1
TC = §M.’).3'2, (8>

onde os parametros do péndulo sao: momento de inércia
J, d a distancia entre o centro de massa e eixo além da
massa m. Ja M representa a massa do carro. Substituindo
(6) e (7) em (5) chega-se em:
1 . . .

7;:5Qm2+m(#+a@wama+f+eﬂ), 9)
com (9) e (8) definidas, substitui-se as mesmas em (4)
obtém-se:

1 . . .
T= 3 (J92 + (m + M) &2 + 2midf cos 0 + md202> .
(10)
A energia potencial do sistema surge do somatério de

Vp, e V¢, energias potenciais do péndulo e carro como
demonstrado:
(11)

Quanto a energia potencial do sistema, a mesma resulta
na propria energia potencial do péndulo, ji que por estar
fixo aos trilhos, o carro possui energia potencial igual a
zero, logo:

(12)

Por fim substituindo (10) e (12) em (1) tem-se na Lagran-
giana final:

1 . . .
L:i(JM+@n+Anﬁ+am@wam0+mﬁm)

V=V,4+V.

V =V, =mgdcos®.

—mgd cos 6.

(13)
2.1 Péndulo

Substituindo a coordenada generalizada 6 em (3) chega-se

o d (0L dL
— (=) -==-B,0
dt ( 90 ) do v,
e resolvendo (14) com base na Lagrangiana (13) tem-se a

equagao que descreve a dindmica do péndulo:
(md?® + J) 6 + mdi cos § — mdgsin 6 = —Bpf.

(14)

(15)
2.2 Carro
Para chegar na equacao que representa a dinamica do

carro, substitui-se em (3) a coordenada generalizada x
referente a posicao linear do carro no trilho,
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d (0L dL .
— <8x> — — = Fc¢— Bet, (16)

dt dz
com base em (16) e assumindo L a partir de (3) chega-se

na equacgao que descreve o movimento do carro no sistema:
(m + M) i + mdf cos§ — mdsin 06> = Fe — Bpi. (17)

2.8 Motor

A forca F, é proporcional ao torque 7 gerado pelo motor
de corrente continua e acoplado a um sistema de correia
dentada. A polia é fixa direto no eixo do motor e com isso
temos que:

(18)
onde r é o raio da polia, com valor de 0,0065 m. O torque
7, resulta do produto de K; e i(t), constante de torque do
motor e corrente elétrica respectivamente,

T = KtZ(t)

T = F.r,

(19)

Se desconsiderados os polos do motor CC, a corrente dre-
nada provem da razao entre tensao aplicada e a resisténcia
de armadura, V;(t) e R, respectivamente,

. Vi(t)
t) = —— 20
it = 2, (20)
substituindo (19) e (20) em (18) e isolando F, chega-se em:
K
F, = R—;Vi(t). (21)

3. SWING UP BASEADO NA ENERGIA

Uma abordagem para a estratégia de controle baseada na
energia do péndulo é apresentada em Astrém e Furuta
(2000). Para que possamos controlar o péndulo por meio
de tal técnica assumimos a energia mecanica E do péndulo
é dada por:

1 .
E= 5]02 +mgdcos 0, (22)
e a derivada da energia em relagdo ao tempo:
E = J6 + mgdsin 66. (23)

Desconsiderando o atrito B, isolando o termo 0 em (15)
e substituindo em (23), tem-se que:

E = mdi cos 00). (24)
Dessa forma, o termo & fica explicito na equagao e assim
¢é possivel associar o movimento do carro com a energia
do péndulo. O intuito do controlador baseado em energia
é sempre incrementar energia ao sistema, logo deve-se
manter E sempre positivo. Para que isso seja possivel,
o produto de & com cos @6 em (24) deve ser positivo. A
estratégia de controle pode ser obtida com o método de
Lyapunov. Dada a funcdo candidata de Lyapunov Ej, =
(E — Ep)?/2 e a lei de controle
i = Ky (E — Eq) cos 06, (25)
chega-se em
Ejy = mdK ., ((E — Ep) cos 66)2. (26)

pode-se perceber que Ely é positiva quando 6 #0ecosf #
0 e portanto a energia aumenta no sistema. Dessa forma,
pode-se considerar que a lei de controle (25) é adequada.
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Entretanto, como o péndulo nao é capaz de manter-se
equilibrado em # = £m/2 assumimos que Ej, serd zero
apenas quando F = FEj. Dessa forma pode-se propor uma
nova lei de controle para levar F ao ponto desejado com
um tempo menor. A premissa é que a magnitude da acao
de controle deve ser o maior possivel, isso é atendido com
a lei de controle:

i = Fmazsgn((E — Eg) cos 00), (27)
onde sgn é uma fungao que retorno valor 1 quando o
argumento for positivo e —1 quando negativo. Contudo,
a lei (27) ainda pode gerar vibragbes no sistema, o que é
evitado com (Astrém e Furuta, 2000):

¥ = Ks(E — Eg)sgn(cos66), (28)
A estratégia trazida em (28) varia a aceleragao de acordo
com o valor do ganho K, e da diferenca entre a energia
FE e a energia de interesse Fy. Para a posig¢ao vertical do
péndulo com € = 0 e § = 0, a Unica energia existente é a
potencial, logo:

Ey = mgd. (29)
A lei de controle (28) ¢ eficiente e capaz de levar o péndulo
a posigao desejada em um unico balango, desde que & >
2g Astréom e Furuta (2000), porém nao possui nenhuma
restricao quanto ao deslocamento do carro, estd lei de
controle funciona muito bem para péndulo com espaco
tedrico infinito como o rotacional, mas quando aplicada
a péndulos com espaco de trilho limitado, o ganho K,
tende a ser pequeno logo o tempo e numero de oscilagoes
¢ maior Chatterjee et al. (2002).

Como forma de limitar o movimento do carro, introduzi-
remos o conceito de potencial do carro, adicionando uma
funcao que faga com que o carro seja repelido a medida que
se aproxima dos limites do trilho Chatterjee et al. (2002).

Ucar = cwsyn(m) IOg (1 - T|j.<m> ;
2

onde K., é o ganho para a restricao de z. Outra restricao
deve ser considerada, a velocidade com que o carro chega
proximo ao momento de chaveamento dos controladores
de swing up e estabilizacao, o ideal é a velocidade do carro
seja préximo de zero Chatterjee et al. (2002), para isso
consideramos (31) como uma fungao de restrigao de &,

Upeloe = Kypwsgn(z) log <1 — |x|> , (31)

max

como K, sendo o ganho para a restricao de &, T4, pode
ser a limitagao mecanica de velocidade do carro ou pode
ser ajustada de maneira que atenda melhor a velocidade
de chaveamento. Chatterjee sugere ainda a adigao de outra
lei de controle, relacionada a manutengao de E quando
proximo de Ejy:

em(exp |E - 77E0| - 1)$gn(E - EO)

sgn(fcosf),n > 1.

(30)

Uman =

(32)

com K., como ganho associado a (32). Por fim chegamos
a lei de controle com as restri¢coes de =, © e a manutengao

da energia:
T = —szsgn(é [0} 9) + Ucar + Uveloc T Uman (33>

As leis de controle (28) e (33) possuem aceleragéo do carro
como esfor¢o de controle, porém a varidvel controlada no
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sistema é a forca no carro, logo deve-se substituir a lei de
controle na Equagao (17) e (21) para termos a agao de
controle em termos de tensao no motor.

4. ESTABILIZACAO

A estabilizagao do sistema ndo é o foco deste trabalho,
porém serd apresentada uma abordagem por LQR (Re-
gulador Linear Quadrético, do inglés Linear—Quadratic
Regulator). A planta foi entdo modelada por espago de
estados, onde [x1 o @3 x4]‘=[0 x 0 &] que corresponde
ao vetor de estados x. As Equagoes (15) e (17) foram
linearizadas nas condigoes [0 0 0 0]‘. A representagdo por
espaco de estados se da por:

T =AX + Bu.

. 2 . . A . A
Considerando J = % e ignorando a influéncia do péndulo

em (17), as matrizes A e B sdo:
00 1 0
00 0 1
A— 39 0 —3B, 3B,
4d =~ 4md? 4d(M +m)

00 _

0 C
M+m
0
0
—3K,

B= 4dRa7'%\4 +m)
t

(35)

Ror(M +m

A lei de controle (36) foi adotada para que a posigdo do
carro se mantenha em uma referéncia fixa, ja que o movi-
mento do carro é limitado. Com a adi¢ao do integrador na
lei de controle se faz necessario a expansao das matrizes A
e B,
t
u(t) = —Koa(t) + Ki / e(r) dr. (36)
0

Em (36) u representa o esforgo de controle do sistema, K, é
o vetor de ganhos para cada posicao do vetor de estados X
e K; é o ganho associado ao integrador. Para os ganhos do
controlador, foi utilizado o LQR a partir da fungao custo:

J= / (x"Qx + u"Ru), (37)

onde Q e R sao matrizes diagonais. Os valores numéricos
dos coeficientes de Q e R provém da Regra de Bryson (38)
e (39), que pondera os valores das varidveis da fungao custo
de modo que o valor maximo de cada estado seja inserido
(Vinodh Kumar e Jerome, 2013),

= (39)

2
Wnmax

Para a planta estudada foram considerados os seguintes
maximos valores para cada um dos estados e para o esforco
de controle: 1,4 = 7/18 rad, Tomaer = 0,5 M, T3maz =
1rad/s, Tamaz = 1 M/S, €maz = 1 € Upmar = 18 V. O termo
emaz € adicionado ao sistema pelo fato de trabalharmos
com as matrizes A e B expandidas. Substituindo cada um
dos valores em (38) e (39) temos que:

Q=

(>l enienan]

Com os parametros descritos e as informagoes da Tabela 5
é possivel entao encontrar os ganhos a partir do LQR, os
ganhos sao:

Tabela 1. Ganhos do LQR

Ganho Valor
K1 -226,77
Ko -56,2451
K3 -50,13
Ky -52,84
K; -18,0

5. ESTUDO DE CASO

A bancada utilizada foi desenvolvida no Laboratério de
Instrumentagao e Controle (LABICON) do IFSC campus
Chapeco e é um péndulo invertido montado em um carro
sobre dois trilhos de 0, 5 m de comprimento, conforme pode
ser visto na Figura 2. O carro desliza pelos trilhos por meio
de rolamentos lineares. Quanto & transmissao de forga, ela
ocorre através de uma correia sincronizada, que transfere
o movimento do motor CC para o sistema. A leitura das
varidveis do sistema, esta é realizada por meio de dois
encoders incrementais, um para identificar a posi¢ao do
carro e outro para medir a posi¢cao angular do péndulo.

Figura 2. Modelo de Péndulo Invertido Estudado.

qr --- 0

Q= |: . 5.1 Método de comparagao
0 O presente estudo tem como objetivo implementar e com-
T 0 parar na planta real as leis de controle (28) e (33) e
R — . serd conduzida por meio de uma abordagem metodolégica
: quantitativa, a fim de determinar qual a técnica mais eficaz
0 ...mm levando em consideragao tempo decorrido até o chavea-
1 (38) mento Ty, € menor nimero de balancos Ng,. Para cada
n x2, troca de sentido de 6 ao longo do swing up consideramos 1
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balango. O chaveamento acontece quando 6§ = +0,35 rad
para ambas as leis.

Nomearemos a abordagem pela lei de controle (28) e (33)
de Swing Up Classico e Swing Up com Restrigao, respecti-
vamente. Foram implementados trés diferentes conjuntos
de ganhos para os controladores, com condicoes iniciais
x = [m,0,0,0], os ganhos foram ajustados com base em
ensaios praticos de modo com que o carro nao excedesse
os limites dos trilhos, 0,3m> z > —0,3 m.

Tabela 2. Swing-Up Cléassico

Ensaio  Kgw
1 3,15
2 3,5
3 3,75

Tabela 3. Swing-Up com restrigoes

Ensaio Ksw Kew Kow Kem n

1 04 1,95 196 108 1,05
2 06 205 21 21 1,05
3 1,0 305 225 21 1,05

Na Figura 3 sao apresentados os resultados praticos do
Swing Up Cléssico com o ganho do Ensaio 1 da Tabela 2.

o
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@ P
TE g 0.2
24 2 o1
E
§’2 50
o
E f§-0.1
Eog o
20 o .02
a 0 5 10 0 5 10
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— 20
< 0.5
2
o 10 =
= S
5 =
S S 0
3 2
gmo =
a 05
%20
0 5 10 0 5 10
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5. Swing up classico, Ensaio 3.

E possivel notar que a lei de controle consegue fazer com
que o péndulo chegue a posigao vertical e que o carro nao
excedeu os limites dos trilho em nenhum dos casos. Porém,
é nitido que a posicao do carro nao oscilou em torno de

z = 0.

Ja na Figura 6 sao apresentados os resultados praticos
do Swing Up com Restricao com os ganhos do Ensaio 1
da Tabela 3. Na Figura 7 sao apresentados os resultados
préaticos do Swing Up com Restrigdo com os ganhos do
Ensaio 2 e e na Figura 8 os resultados para o Ensaio 3.
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Figura 3. Swing up classico, Ensaio 1.

Na Figura 4 sao apresentados os resultados praticos do
Swing Up Cléssico com o ganho do Ensaio 2 e na Figura
5 os resultados para o Ensaio 3.
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Figura 6. Swing up com restri¢cao, Ensaio 1.
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Figura 4. Swing up classico, Ensaio 2.
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Figura 8. Swing up com restrigao, Ensaio 3.

Percebe-se que a lei de controle também é eficiente para
levantar o péndulo até a posigao vertical. Como esperado,
o carro nao ultrapassou os limites laterias. Uma diferenca
é que o carro se manteve em torno do ponto z = 0 durante
o swing up. A Tabela 4 demonstra os resultados praticos
obtidos para cada um dos ensaios.

Tabela 4. Resultados Praticos

Swing Up Cléssico

Ensaio T, (s) Nsw
1 11,5 17
2 8,8 13
3 6,1 9

Swing Up com Restrigao

Ensaio Ty (8) Nsw
1 3,05 5
2 2,5 4
3 1,6 3

Com base na Tabela 4, notamos que para a técnica cldssica
o ensaio 3 tem melhor resultado nos dois quesitos aferidos,
para o método com restricao o ensaio 3 se provou mais
eficiente. Quando comparados o melhor resultado de cada
técnica notamos que o Swing Up com Restrigao foi 3,5
vezes mais rapido e com 1/3 do ntmero de oscilagbes em
relagao ao Swing Up Cléssico.

Tabela 5. Parametros do péndulo invertido real

Parametro Valor Unidade de Medida
d 0,400 m

M 0,5705 Kg

m 0,153 Kg

g 9,81 m/s?

K 0,0386 Nm

Ra 3,5 ohms

r 0,0065 m

B, 0,001673 Nm

B, 1,6 Nm

6. CONCLUSOES

Neste estudo, apresentamos duas técnicas de controle para
o swing up do péndulo invertido, as quais foram imple-
mentadas e comparadas em uma planta real. Enquanto a
técnica de Swing Up Cléssica é eficaz em diversos modelos
de péndulos invertidos, sua eficiéncia é comprometida em
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plantas com restrigoes de comprimento de trilho. Por outro
lado, o método Swing Up com Restrigao mostrou-se capaz
de contornar os limites de movimento do carro, facilitando
o chaveamento com o controlador de estabilizacao. Ao
compararmos o tempo decorrido até o chaveamento e o
namero de oscilagoes, no melhor caso de cada técnica, o
Swing Up com Restrigao foi 3,5 vezes mais réapido e exigir
apenas 1/3 do nitmero de oscilagoes em relagdo ao Swing
Up Classico.

O desafio enfrentado durante as simulacoes decorreu do
fato de trabalharmos com o modelo nao linear da planta
durante o swing up, o qual nao considerou folgas nos
rolamentos lineares e um balanco radial em relagao ao
trilho. Propomos, como sugestoes para trabalhos futuros,
a investigacao de novas técnicas de chaveamento e aprimo-
ramento do modelo nao linear para abordar as folgas e o
balanco radial na planta.
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