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Abstract: Chimera is a condition in which part of the oscillators of a network are in mutual
synchrony whereas the rest remain out of sync among themselves and with respect to the
synchronous group. In general chimera states are not welcome. In order to understand the main
causes and how to avoid chimera, the first step is to be able to reproduce such a state in an
experimental framework. In this work, using numerical simulations, a careful search over the
parameter space is carried out in order to find chimera states. In the sequel such information is
used to reproduce the result on an experimental testbed. Good agreement between simulations
and experiments were found. A key factor is the dispersion of natural frequencies and chimera
was found for low dispersion (less than 0.5%) in networks with five oscillators.

Resumo: O estado de quimera é uma condição de uma rede dinâmica em que os osciladores
de uma parte da rede operam em sincronismo mútuo e sendo que a outra parte se mantém
asśıncrona entre si e com respeito ao grupo śıncrono. De modo geral essa situação é indesejável.
Assim, o primeiro passo para estudar o que causa tal estado e como evitá-lo é ser capaz de
reproduzi-lo em plataforma experimental. No presente trabalho, por simulação numérica busca-
se no espaço de parâmetros condições que levem a estados de quimera. Essa informação é
utilizada para reproduzir o resultado em plataforma experimental. Foi verificada boa concor-
dância entre simulação numérica e experimentos, sendo que a dispersão das frequências naturais
dos osciladores tem impacto direto na verificação do estado de quimera, que foi observado em
cenário com baixa dispersão de frequências (até 0,5%) em redes de cinco osciladores.

Keywords: Dynamical networks; quadrature oscillator; Kuramoto model; synchronization;
chimera.

Palavras-chaves: Redes de osciladores; oscilador de quadratura; modelo de Kuramoto;
sincronismo; quimera.

1 Introdução

O modelo de Kuramoto pode ser entendido como um
grafo que, em cada nó, há um oscilador de Kuramoto
(Kuramoto, 1975). Tal modelo é um dos paradigmas mais
utilizados para investigar numericamente o fenômeno de
sincronização de fase em redes de osciladores (Rodrigues
et al., 2016). Uma das vantagens desse modelo é que ao
invés de representar as oscilações temporais, o estado de
cada nó é a própria fase. Essa caracteŕıstica torna o modelo
compacto, mais fácil de simular e permite desenvolvimen-
tos anaĺıticos. Por outro lado, uma dificuldade associada
ao modelo é que montagens usando osciladores fisicamente
apresentam sinais temporais dos quais a fase precisa ser
estimada. Sendo assim, há um certo descompasso entre
resultados obtidos por simulação numérica do modelo de
Kuramoto e sua verificação experimental. Um passo para
sanar essa dificuldade foi dado ao desenvolver uma plata-

⋆ Parcialmente financiado por CNPq Projetos 409487/2021-0 (LF),
303412/2019-4 (LAA), FAPEMIG Projeto APQ-00781-21 e IFMG.

forma experimental que é capaz de emular um modelo de
Kuramoto com poucos nós (Bittencourt et al., 2023).

De particular interesse no presente trabalho é o estado
de quimera, que foi inicialmente relatado em (Kuramoto
and Battogtokh, 2002). Abrams e Strogatz definiram o
estado de quimera como sendo um padrão em que um
conjunto de osciladores idênticos se organizam em um
grupo de osciladores com comportamento coerente, ou
seja, em sincronismo de fase, e um grupo de oscilações
incoerentes (Abrams and Strogatz, 2004; Panaggio and
Abrams, 2015), mas o caso em que os osciladores não
são idênticos tem também atráıdo atenção (Laing, 2009;
Panaggio and Abrams, 2015). Potenciais áreas de aplicação
incluem neurociência (Hizanidis et al., 2014) e interferência
quântica em supercondutores (Lazarides et al., 2020).

Neste artigo, por meio de simulações numéricas, busca-
se uma região no espaço de parâmetros do modelo de
Kuramoto em que o estado de quimera se manifesta. A
seguir, usando a plataforma experimental desenvolvida
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em (Bittencourt et al., 2023; Freitas et al., em prepara-
ção), procura-se verificar experimentalmente tal estado. A
principal contribuição do trabalho reside na busca experi-
mental do estado de quimera em plataforma que emula o
modelo de Kuramoto.

O artigo está organizado como se segue. A Sec. 2 des-
creve brevemente o oscilador em quadratura simulado e
implementado e apresenta o seu modelo dinâmico. A Sec. 4
descreve a metodologia utilizada para obter os resultados
relatados na Sec. 5, onde são apresentados os estados de
quimera obtidos por simulação e experimentalmente. O
artigo termina com as conclusões apresentadas na Sec. 6.

2 O Oscilador de Quadratura

O oscilador de quadratura é um circuito conhecido por
produzir dois sinais periódicos defasados de π/2 rad um
do outro (Sedra and Smith, 2014; Graeme et al., 1971) e
apresenta as seguintes vantagens sobre outros osciladores
eletrônicos (Graeme et al., 1971):

(1) os sinais de sáıda se aproximam das funções cosseno
e seno com baixa distorção;

(2) o circuito do oscilador é relativamente simples;
(3) a amplitude dos sinais não depende fortemente da

frequência central do oscilador.

As equações que descrevem a dinâmica do circuito (Bit-
tencourt et al., 2023; Freitas et al., em preparação), adici-
onados os termos de acoplamento, são:
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em que os somatórios incluem os sinais de todos os oscila-
dores conectados ao oscilador em questão.
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As variáveis e parâmetros, com seus valores e unidades
estão detalhados na Tabela 1.

O oscilador foi projetado e constrúıdo com frequência
natural dada por

f0 =
1

2π
√
R1C1R2C2

,

que pode ser fixada entre 1,00 e 4,88 hertz ajustando o
valor de R2. Em consequência desse ajuste, o valor de

Tabela 1. Variáveis e parâmetros do circuito de
quadratura.

Śımbolo Definição Valor

Vcc tensão da fonte 15V
Vd1,2 tensão de cond. de diodo 0,7V
R1 resistor 10 kΩ
Ra resistor 100 kΩ
Rb resistor 100 kΩ
Rf trimpot de acoplamento 100 kΩ
R2 resistor 22 kΩ
R3 resistor 12 kΩ
R4 resistor 22 kΩ
R5 resistor 4,7 kΩ
RV 1 potenciômetro de frequência 500 kΩ
C1 capacitor 2,2 µF
C2 capacitor 2,2 µF
C3 capacitor 2,2 µF
τ1 constante de tempo R1C1 s
τ2 constante de tempo (R2 +RV 1)C2 s
τ3 constante de tempo R3C3 s

vsen, vcos, v1 variáveis de estado Eq. 1
Il corrente no circuito limitador Eq. 2

pico da amplitude varia entre 9,08V e 17,9V (Bittencourt
et al., 2023). Foram constrúıdos 10 osciladores com ca-
racteŕısticas tão próximas quanto posśıvel. Para formar
uma rede, os osciladores são interconectados por meio de
circuitos de acoplamento (Fig. 1): as sáıdas vsen e vcos de
um oscilador são conectadas respectivamente às entradas
Va e Vb de outro oscilador por meio de seguidores de tensão
(buffers) e de resistores Ra e Rb.

Figura 1. Diagrama esquemático de acoplamento.

No caso de mais de um oscilador ser conectado à entrada de
outro oscilador, é necessário adicionar circuitos somadores
entre os buffers e os resistores de entrada Ra e Rb, em
que a entrada do somador é conectada aos resistores de
acoplamento R, que recebem o sinal de sáıda de cada
oscilador a ser conectado (Fig. 2).

Figura 2. Circuito de acoplamento para mais de uma
entrada. Somente a conexão entre vcos e Vb é ilustrada.
Um circuito equivalente é usado para vsen e Va.

A força (ganho) de acoplamento (Freitas et al., em prepa-
ração) é dada por

kij ≈
NRf

RoRC3
, (3)
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em que N é o número de osciladores da rede, C3 Rf , Ro

e R são mostrados na Fig. 2. Rf é um trimpot de 100 kΩ
que é ajustado para mudar a força de acoplamento kij ; R
pode tanto assumir o valor de Ra ou Rb dependendo de que
sinal vsen ou vcos é usado (no presente trabalho são usados
ambos, simultaneamente) e Ro, que ajusta a proporção da
injeção de cada sinal, depende da topologia da rede sendo
implementada. Esse valores serão reportados caso a caso.

3 O Modelo de Kuramoto

O modelo de Kuramoto composto porN osciladores é dado
por (Kuramoto, 1975; Rodrigues et al., 2016)

θ̇i = θi +
1

N

N∑
j=1

Ksen(θj − θi), (4)

em que θi é a fase do i-ésimo oscilador e K é a força
de acoplamento entre os osciladores i e j e K

N é a força
de acoplamento média exercida por todos os osciladores
conectados ao i-ésimo oscilador. Em (4) o acoplamento se
dá por meio da função seno cujo argumento é a diferença de
fase do i-ésimo oscilador e cada um dos demais osciladores
conectados a ele e todos os osciladores interagem entre si
com a mesma força de acoplamento, caracterizando uma
rede homogênea. Para redes em que a força de acoplamento
é não homogênea K = Ai,j , em que o elemento (i, j)
da matriz de adjacência A indica a força de acoplamento
entre os osciladores i e j. No caso de redes com conexões
bidirecionais, a matriz A é simétrica.

Para quantificar a qualidade do sincronismo de fase entre
os N osciladores da rede, Kuramoto definiu o parâmetro
de ordem (Kuramoto, 1975, 1984):

r(t)eiϕ(t) =
1

N

N∑
j=1

eiθj(t), (5)

em que r(t) e ϕ(t) são, respectivamente, a amplitude e a
fase instantâneas do centroide r(t)eiθj dos N osciladores.
Se as fases dos osciladores da rede estiverem uniforme-
mente distribúıdas no intervalo (0, 2π], o centroide estará
praticamente no centro do ćırculo e r(t) ≈ 0, indicando
ausência de sincronismo. Por outro lado, no caso de sincro-
nismo perfeito, em que todas as fases forem iguais, então
r(t) = 1. Assim, ⟨r(t)⟩ será usado como quantificador do
ńıvel de sincronismo da rede, em que ⟨·⟩ indica a média
temporal descartado o regime transiente.

Uma situação que ocorre na prática é quando parte dos
osciladores entram em sincronismo mútuo, podendo ser
que os demais osciladores formam outros grupos śıncronos
entre si, ou ficam simplesmente fora de sincronismo. A
esses grupos dá-se o nome de clusters. Nesse caso é conve-
niente calcular (5) considerando apenas os osciladores de
um determinado cluster.

4 Metodologia

No presente trabalho deseja-se verificar experimental-
mente o estado de quimera em redes de osciladores de qua-
dratura. Para tal busca-se primeiro encontrar tal estado
por simulação e, a seguir, usa-se a plataforma eletrônica
para a verificação experimental.

Nas simulações numéricas define-se uma topologia para a
rede, por meio de uma matriz de adjacências que define o
padrão de conexões com as respectivas forças de acopla-
mento. Cada nó da rede é simulado usando-se (1) com os
valores de parâmetros definidos na Tabela 1. A integração
numérica é realizada em Python usando um algoritmo
Runge-Kutta de quarta ordem com passo de integração
δt = 0,001 s e tempo de simulação de tf = 120 s.

Nas simulações, as frequências de todos os osciladores
foram definidas entre 3,90 Hz e 4Hz. Na implementação
eletrônica, a frequência de cada oscilador foi ajustada
para se aproximar dessa faixa. As condições iniciais foram
escolhidas de maneira aleatória usando uma distribuição
uniforme entre 0 e 0,05; a primeira metade das simula-
ções foi descartada para evitar o efeito de transientes na
obtenção do parâmetro de ordem.

Em (4) as variáveis de estado de cada oscilador são as
respectivas fases. Contudo, no presente trabalho, simula-
se uma rede em que em cada nó há um oscilador de
quadratura descrito por (1)–(2), cuja fase precisa ser
estimada, pois não está imediatamente dispońıvel.

O método utilizado para obter a fase dos sinais é a
obtenção do sinal anaĺıtico por meio da transformada
de Hilbert H(x). A fase do i-ésimo oscilador é obtida
numericamente como sendo o ângulo de H(vseni

). Isso é
feito usando as funções do Python: sp.signal.hilbert
para determinar a transformada de Hilbert e np.angle,
para determinar a fase. O método utilizado para obtenção
do parâmetro de ordem se baseia na implementação da
função dispońıvel na biblioteca Kuramoto para Python
(Damicelli, 2019).

Dada uma determinada topologia, definida pela matriz de
adjacência, procura-se o estado de quimera para diferentes
valores da força de acoplamento (3). A variação de K é
alcançada variando-se o valor de Rf . A verificação do sin-
cronismo dos clusters é feita analisando-se os parâmetros
de ordem instantâneos intracluster a partir do sinal vseni

de cada oscilador do cluster.

5 Resultados

As topologia a seguir é totalmente conectada para N = 5
osciladores, com a seguinte matriz de adjacências:

A =


0 1 1 0,1 0,1
1 0 1 0,1 0,1
1 1 0 0,1 0,1
0,1 0,1 0,1 0 0,1
0,1 0,1 0,1 0,1 0

 , (6)

que indica que o oscilador 1 está conectado aos osciladores
2 e 3 com força K = 1, o mesmo para os osciladores 2
e 3. Esses osciladores interagem com os osciladores 4 e
5 com força K = 0,1 e o mesmo é válido para 4 com
relação ao 5. Quanto às frequências naturais dos oscila-
dores, três cenários diferentes foram considerados nas si-
mulações numéricas: f1 = [4,00; 4,05; 4,04; 3,97; 3,99]Hz,
f2 = [4,00; 4,00; 4,00; 3,99; 4,01] e f3 = [4,00; 4,00; 4,00;
4,00; 4,00]Hz. O cluster 1 é formado pelos osciladores 1
a 3, e o cluster 2, pelos osciladores 4 e 5. Um ponto im-
portante a notar é que na metodologia seguida, a força de
acoplamento de todas as conexões da rede são ajustadas.
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O que se vê em (6) é que as conexões intracluster para o
cluster 1 tem ganho dez vezes maior que para os demais.

Como não há uma definição quantitativa do estado de
quimera, é importante que antes de analisar os resultados
seja proposta uma definição de trabalho para tal estado.
No presente trabalho serão usadas as seguintes condições
emṕıricas para chamar um determinado estado de qui-
mera: 1) há conexões entre todos os clusters da rede; 2) a
diferença entre as frequências naturais dos osciladores não
excede 2%; 3) clusters com r ≳ 0,97 são considerados
em estado śıncrono forte; 4) clusters com r ≲ 0,85 são
considerados claramente fora de sincronismo. Entre esses
valores, tem-se estados de sincronismo fraco, não usados
para caracterizar quimera.

5.1 Simulações numéricas

5.1.1 Frequências em f1

Para exemplificar a definição acima, considere a Fig. 3, que
mostra r em função do valor do trimpot, ajustado para
determinar a força de acoplamento. Seguindo a definição,
há estado de quimera para 5.000Ω ≲ Rf ≲ 7.000Ω e
para 12.500Ω ≲ Rf ≲ 17.000Ω. Para valores de Rf

suficientemente elevados, todos os osciladores da rede
entram em sincronismo.

Figura 3. Parâmetro de ordem intracluster em função de
Rf para as frequências naturais f1.

Considere a Fig. 4. Os gráficos superior e inferior mostram
estados de quimera, um em cada uma das faixas menci-
onadas no parágrafo anterior. Ao passo que o cluster 1
opera de maneira śıncrona, o cluster 2 flutua fortemente
entre estados śıncronos e totalmente asśıncronos. Dever ser
notado que r ≈ 1 para o cluster 2 indica que os osciladores
4 e 5 operam em sincronismo mútuo, mas não necessaria-
mente estão śıncronos com os osciladores do cluster 1. Uma
situação bem diferente ocorre para Rf = 10.000Ω, em que
o cluster 2 opera estável, mas em região de sincronismo
fraco r ≈ 0,9.

5.1.2 Frequências em f2

A seguir o procedimento foi repetido para o caso das
frequências no cenário f2 em que a diferença entre as
frequências naturais é da ordem de 0,5%. Considerando
as incertezas nos valores dos componentes do circuito,
para todos os fins práticos esse cenário representa o caso
“homogêneo” em termos de implementação.

A Fig. 5 mostra que, para toda a faixa investigada de valo-
res de Rf , a rede opera em estado de quimera. Comparado

Figura 4. Simulação do parâmetro de ordem intracluster
no tempo para frequências naturais f1. Os gráficos
superior e inferior indicam estado de quimera.

ao cenário anterior, o parâmetro de ordem do cluster 1
atinge um valor mais próximo da unidade devido ao fato
de que os osciladores têm frequências menos dispersas. Por
outro lado o cluster 2 continua operando em um regime
asśıncrono, com o parâmetro de ordem flutuando entre 0
e 1 (Fig. 8).

Figura 5. Parâmetro de ordem intracluster em função de
Rf para o caso simulado com frequências naturais f2.
O cluster 1 opera em sincronismo estável, enquanto o
cluster 2 permanece asśıncrono. As linhas horizontais
indicam os limiares r = 0,97 e r = 0,85.

A Fig. 7 mostra uma “fotografia” das fases de cada oscila-
dor tomada em instantes de tempo arbitrários, para três
valores de Rf . O cluster 1 opera em sincronismo, ao passo
que os osciladores do cluster 2 não seguem um padrão
definido, pois estão asśıncronos entre si e com respeito
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Figura 6. Simulação do parâmetro de ordem intracluster
no tempo para as frequências naturais f2 e Rf=10 kΩ.

aos osciladores do cluster 1, o que caracteriza o estado
de quimera.

Figura 7. Fase de cada oscilador calculada a partir de
vseni(t). Os osciladores do cluster 1 estão sempre em
fase, ao passo que o mesmo não ocorre para o cluster 2.
Resultado simulado para frequências em f2.

A rede foi simulada também com uma menor dispersão
entre os elementos da matriz A (6) em que os valores 0,1
foram substitúıdos por 0,5. O resultado foi a redução da
faixa de valores de Rf para a qual se observou o estado de
quimera: 300Ω ≲ Rf ≲ 1.800Ω.

Para o caso de frequências homogêneas f3, não foram
encontrados estados de quimera, pois todos os osciladores
operam muito próximo ao sincronismo perfeito.

5.2 Implementação experimental

Nesta subseção são apresentados resultados obtidos em
plataforma experimental de cenários de quimera encontra-
dos por meio das simulações numéricas, descritas na seção

anterior. Levando em conta o ńıvel de precisão dos com-
ponentes bem como o erro associado à medição, estima-
se que o erro total de frequência é da ordem de 0,02Hz,
ou seja, em torno de 0,5%, o que impossibilitou a imple-
mentação do caso f3. Ao tentar implementar frequências
homogêneas, o que se consegue na prática é o cenário f2.
Portanto, a seguir são reportados resultados para f1 e f2.

A Fig. 8 mostra um conjunto de resultados obtidos ao
implementar frequências f1 nos osciladores da plataforma
experimental. Para Rf = 10.000Ω, em Fig. 4(a) observa-
se claramente que enquanto o cluster 1 opera de forma
śıncrona, o parâmetro de ordem do cluster 2 indica que
os osciladores 4 e 5 estão asśıncronos, isso pode ser
confirmado na Fig. 4(b) onde as fases de cada oscilador

são mostradas para dois instantes de tempo arbitrários. É
importante notar que segundo os resultados de simulação
para estes caso (Fig. 3) o cluster 2 opera com um ńıvel de
sincronismo r ≈ 0,9 (o valor experimental foi r ≈ 0,68),
ou seja, essa figura sugere estados de quimera para valores
de Rf > 12.500Ω. A faixa de valores de Rf para a qual se
observou estados de quimera na plataforma experimental
é mais larga do que a prevista pelas simulações. Dentre
as posśıveis razões estão incerteza dos componentes, falta
de controle sobre as condições iniciais do experimento e
imprecisões de modelagem.

Semelhantemente, a Fig. 9 mostra os resultados experi-
mentais para o caso em que se tentou implementar frequên-
cias homogêneas, mas o resultado prático é o conjunto de
frequências equivalente a f2. Ao contrário do caso f1, o
valor de parâmetro de ordem medido para o cluster 2 é
praticamente o mesmo daquele previsto em simulação.

6 Conclusão

O objetivo do presente trabalho foi o de buscar por si-
mulações numéricas o estado de quimera em redes de
osciladores de quadratura, que pudessem ser reproduzidas
em plataforma experimental. Via de regra o estado de
quimera representa uma condição de operação não dese-
jável, uma vez que parte da rede opera de forma śıncrona
e parte não. A fim de entender e procurar evitar esse
cenário em situações práticas, o primeiro passo é ser capaz
de reproduzir o estado de quimera em uma plataforma
experimental desenvolvida. A fim de atingir esse alvo, foi
implementado um arcabouço numérico que simula uma
rede de osciladores em quadratura para topologias diversas
definidas por uma matriz de adjacências.

O estado de quimera foi demonstrado para um conjunto
de cinco osciladores. Para uma topologia totalmente co-
nectada, foi posśıvel encontrar em simulação estados de
quimera para cenários em que as dispersões das frequên-
cias naturais dos osciladores são de 2% e de 0,5%. Para
frequências naturais idênticas, o estado de quimera não
foi encontrado em simulação. Isso sugere a importância
do presente estudo, pois na prática osciladores não serão
idênticos e, portanto, o estado de quimera parece ser mais
provável de acontecer.

Um aspecto que merece mais investigação é a procura
por estado de quimera para frequências tão homogêneas
quanto posśıvel em outras topologias de rede.

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XXV Congresso Brasileiro de Automática - CBA 2024, 15 a 18 de outubro de 2024 

ISSN: 2525-8311 1472 DOI: 10.20906/CBA2024/4374



(a)

(b)

Figura 8. Resultados experimentais para as frequências
naturais f1. (a) Parâmetro de ordem intracluster.
Para o cluster 2, r ≈ 0,68 e (b) fases dos osciladores.

(a)

(b)

Figura 9. Resultados experimentais para as frequências
naturais f2. (a) Parâmetro de ordem intracluster.
Para o cluster 2, r ≈ 0,67 e (b) fases dos osciladores.
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