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∗ Programa de Pós-Graduação em Engenharia Elétrica, Universidade
Federal da Bahia, BA, (e-mail: victor.coutinho@ufba.br).

∗∗ Departamento de Engenharia Elétrica e de Computação,
Universidade Federal da Bahia, BA, (e-mail: tlsantos@ufba.br)

Abstract: The purpose of this work is to present an anlytical comparison between Proportional
and Proportional-Integral control strategies for controlling the trajectory of quadrirotors with
respect to the maximum allowable time-varying delay bound. The Proportional controller with
feedforward action of the reference control action and a two degree-of-freedom PI are considered.
The main contribution of this article is to analytically formalize the impact of the integral action
with respect to the time-varying delay margins. The proposed controllers were analyzed with the
aid of Gazebo-based simulation (Ar Drone 2.0) to illustrate potential benefits and drawbacks of
each solution.

Resumo: A proposta deste trabalho é apresentar a comparação anaĺıtica entre estratégias de
controle Proporcional e Proporcional-Integral para o controle de trajetória de quadrirrotores
com respeito ao limitante do máximo atraso variável tolerável. Foram considerados o controlador
proporcional com ação feedforward da referência de controle e um controlador PI de dois graus
de liberdade. A principal contribuição consiste em formalizar analiticamente o impacto da ação
integral com relação às margens de atraso variável. Os controladores propostos foram avaliados
com aux́ılio de simulação baseado na ferramenta Gazebo (Ar Drone 2.0) para ilustrar potenciais
benef́ıcios e desvantagens de cada técnica.
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1. INTRODUÇÃO

O problema de controle de RPAS (Remotely Piloted Air-
craft System) do tipo quadrirrotor segue despertando o
interesse da comunidade da academia (Kim et al., 2020;
Lopez-Sanchez and Moreno-Valenzuela, 2023). Em parti-
cular, controladores do tipo PID têm sido considerados de-
vido à sua simplicidade e potencial robustez (Bouabdallah
et al., 2004; Lopez-Sanchez and Moreno-Valenzuela, 2023).
Nos últimos anos, motivado pelos benef́ıcios de aplicações
envolvendo os sistemas de controle via redes (Khalid and
Omatu, 1992; Lian et al., 2002), vem surgindo trabalhos
que tratam do atraso variável no controle de trajetória de
quadrirrotores (Sharma and Kar, 2021; Sankaranarayanan
et al., 2022; Li et al., 2024). Por outro lado, o impacto do
atraso variável traz desafios no contexto da estabilidade
robusta, os quais não devem ser negligenciados (Kao and
Lincoln, 2004).

O problema de estabilização na presença de atraso in-
duzido pela rede foi tratado em Sharma and Kar (2021)
por meio de um preditor baseado na transformação backs-
tepping. Um controlador adaptativo robusto foi avaliado
no contexto de controle de trajetória de um quadrirrotor
simulado em Matlab (Sankaranarayanan et al., 2022). Em

⋆

Li et al. (2024), foi proposto um controlador com com-
pensação de atraso constante, sendo testado em simulação
e experimentalmente. No entanto, a margem de robustez
inerente de controladores PI não foi avaliada em trabalhos
relacionados.

Motivado pela relevância dos controladores PID (Bouab-
dallah et al., 2004; Lopez-Sanchez and Moreno-Valenzuela,
2023) e pelos desafios impostos pela presença de atraso
variável (Kao and Lincoln, 2004), neste trabalho se propõe
um estudo comparativo de duas técnicas de controle de
trajetória (P+feedforward e PI) com respeito à análise do
impacto do atraso variável. O problema do controle de
trajetória do quadrirrotor Parrot Ar Drone 2.0 é consi-
derado numa estrutura em cascata. Assume-se que a lei
de controle de estabilização da altitude e dos ângulos de
arfagem, guinada e rolagem está embarcada por motivos
de segurança, respeitando as caracteŕısticas do Parrot Ar
Drone 2.0 e do simulador (Sturm, 2018). O controle de tra-
jetória (posição no espaço e ângulo de guinada) é realizado
externamente numa estrutura hierárquica do tipo cascata,
ficando a malha externa sujeita aos efeitos de atrasos
variáveis induzidos pelo processamento da informação e
pela rede de comunicação. O estudo do impacto do atraso
variável será apresentado através de uma solução anaĺıtica
do critério de simplificado (Kao and Lincoln, 2004) para
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os controladores e sintonias propostas e uma avaliação
ilustrativa por simulação.

As principais contribuições do presente trabalho são: (i)
formalização da análise do impacto do atraso variável com
relação às sintonias propostas e (ii) estudo comparativo
baseado no simulador Gazebo (Sturm, 2018).

O artigo é organizado da seguinte forma: na Seção 2 é
apresentada a fundamentação teórica, na Seção 3 há a
apresentação das sintonias propostas, na Seção 4 há uma
formalização da análise baseada no critério de estabilidade
robusta de Kao, os resultados comparativos são apresen-
tados na Seção 5 e as principais conclusões são relatadas
na Seção 6.

2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Controle via redes

O atraso variável possui diferentes caracteŕısticas ao de-
pender do tipo de comunicação, sendo modelado de di-
ferentes formas que levam em conta a fidelidade com o
fenômeno real. Modelagens mais simples vão desde dis-
tribuições probabiĺısticas como a Gaussiana e de Poisson
(Santos, 2023), processos estocásticos como cadeias de
Markov (Shakkottai et al., 2001) e modelos fuzzy (Qiu
et al., 2016). Uma das vantagens do critério proposto em
Kao and Lincoln (2004) decorre do fato deste demandar
apenas um limitante superior para o atraso variável.

Figura 1. Sistema de controle com atraso

Considere um sistema linear de tempo discreto com atraso
variável como na figura 1, representado por

x(k + 1) = Adx(k) +Bdu(k − δ(k)), (1)

y(k) = Cdx(k) +Ddu(k − δ(k)), (2)

u(j) = 0, j < 0, (3)

com k ∈ Z, x(k) ∈ Rnx , u(k) ∈ Rnu e y(k) ∈ Rny .

O operador de atraso é definido por

∆(v(k)) = u(k − δ(k)), (4)

= v(k). (5)

Deve-se notar que a relação do sinal u(k) para y(k) é
variante no tempo, mas a relação entre v(k) e y(k) é
invariante tal que Y (z) = Pd(z)V (z) com Pd(z) = Cd(zI−
Ad)

−1Bd +Dd.

Considere um lei de controle tal que

U(z) = −C(z)Y (z). (6)

Assumindo que 0 ≤ δ(k) ≤ N , demonstra-se em Kao and
Lincoln (2004) que∥∥∥∥∥∥

k∑
j=0

[∆v(j)−∆u(j)]

∥∥∥∥∥∥
2

≤ N∥∆u(k)∥2, (7)

sendo ∆u(j) = u(j)− u(j − 1) e ∆v(j) = v(j)− v(j − 1).

Desta forma, a relação entrada-sáıda (Y (z) = Pd(z)V (z))
é também representada por

Y (z) = Pd(z)

[
U(z) +

(
z

z − 1

)(
z − 1

z

)
(V (z)− U(z))

]
,

(8)
ou pode ser reescrita como segue

Y (z) = Pd(z) [U(z) +W (z)] , (9)

W (z) =
z

z − 1

z − 1

z
(V (z)− U(z)) . (10)

Em malha fechada, verifica-se

Y (z) =
Pd(z)

1 + Pd(z)C(z)
W (z), (11)

W (z) =
z

z − 1

z − 1

z
(V (z)− U(z)) , (12)

sendo ∥w(k)∥2 ≤ N∥∆u(k)∥2 com ∆U(z) = z−1
z U(z) =

− z−1
z C(z)Y (z). Por fim,

∥y(k)∥2 ≤
∥∥∥∥ Pd(z)

1 + Pd(z)C(z)

∥∥∥∥
∞

∥w(k)∥2, (13)

∥w(k)∥2 ≤ N

∥∥∥∥z − 1

z
C(z)

∥∥∥∥
∞

∥y(k)∥2. (14)

Cabe destacar que
∥∥ z−1

z C(z)
∥∥
∞ = ∥(z − 1)C(z)∥∞, pois

∥z−1∥∞ = 1.

Partindo do teorema do ganho pequeno por meio de (13)
e (14), chega-se em∥∥∥∥Pd(z)C(z)(z − 1)

1 + Pd(z)C(z)

∥∥∥∥
∞
N ≤ 1. (15)

Deve-se notar que este resultado é equivalente à represen-
tação simplificada proposta em Kao and Lincoln (2004)
dada por∣∣∣∣ Pd(e

jω)C(ejω)

1 + Pd(ejω)C(ejω)

∣∣∣∣ < 1

N |1− ejω|
, ∀ω ∈ [0, π]. (16)

Aqui cabe destacar que a função complementar de sensi-
bilidade é definida por

C(z) = Pd(z)C(z)

1 + Pd(z)C(z)
. (17)

Neste caso, o critério reduz-se a ∥C(z)(z − 1)∥∞N ≤ 1.

Este resultado preliminar será usado com o objetivo de
formalizar a análise do impacto do atraso variável com os
controladores propostos.

2.2 Quadrirrotor e modelo

Para as simulações, foi utilizado o Parrot AR.Drone 2.0,
um drone amplamente reconhecido por sua versatilidade,
ideal tanto para aplicações indoor quanto outdoor. Equi-
pado com um sistema de câmeras em alta definição, o
A.R. Drone é tem sido usado em diversos trabalhos (Kim
et al., 2020). Além do exposto, o AR.Drone 2.0 possui
uma plataforma aberta que possibilita a integração com
diferentes sistemas de controle. Neste estudo, optou-se por
empregar o framework ROS (Robot Operating System)
para a organização e implementação dos métodos de con-
trole utilizando pacotes já dispońıveis (Sturm, 2018).
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Neste trabalho será usado um modelo simplificado já
validado em experimentos reais (Rabelo et al., 2020), dado
porẋ(t)ẏ(t)

ż(t)

ψ̇(t)

 =

cos(ψ(t)) −sin(ψ(t)) 0 0
sin(ψ(t)) cos(ψ(t)) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0


u

q
x(t)
uqy(t)
uqz(t)
uqψ(t)

 , (18)

sendo x(t), y(t), z(t) as coordenadas do Ar.Drone 2.0 com
relação ao referencial inercial, ψ(t) descreve o ângulo de
guinada e o vetor Uq(t) = [uqx(t) uqy(t) uqz(t) uqψ(t)]

⊤

representa os comandos de controle efetivos, definidos com
relação ao referencial do drone.

Para fins de controle, as variáveis de sáıda são res-
pectivamente as posições no espaço e o ângulo de gui-
nada, isto é: y1(t) = yx(t), y2(t) = yy(t), y3(t) =
yz(t) e y4(t) = yψ(t). Então, estabelecendo-se u1 =
ux(t) = cos(ψ(t))uqx(t) − sin(ψ(t))uqy(t), u2 = uy(t) =
sin(ψ(t))uqx(t) + cos(ψ(t))uqy(t), u3 = uqz(t) = uz(t) e

u4 = uqψ(t) = uψ(t).

Assim, os modelos em tempo cont́ınuo, são reduzidos a:

Pj(s) =
1

s
, (19)

com Pj(s) = Yj/Uj(s). Deve-se notar que o ganho de velo-
cidade unitário é uma particularidade dessa representação,
o qual foi validado com o simulador (Sturm, 2018). Caso
necessário, um ganho de velocidade modificado na forma
Pj(s) =

cj
s pode ser considerado sem perda de genera-

lidade. Há de se enfatizar que a alteração do ganho do
modelo não altera a essência da análise a ser considerada,
pois Cm(z) = C(z)/cj pode ser usado para fins de ajuste
de ganho direto, sendo C(z) o controlador original para
um sistema com ganho de velocidade unitário e Cm(z) o
controlador modificado.

A função de transferência discretizada com um sustentador
de ordem zero é dada por

Pd(z) =
h

z − 1
, (20)

sendo h = 1/30 s o peŕıodo de amostragem definido para
este quadrirrotor.

3. ESTRATÉGIAS DE CONTROLE

Nesta seção serão apresentados os controladores propor-
cional e PI considerados. Por simplicidade de notação,
y(k) = yi(kTs) e u(k) = ui(kTs) representam os valores
amostrados para um par entrada-sáıda qualquer. Para fins
de projeto serão especificadas as funções de transferência
da referência para a sáıda Y (z)/R(z) = Hd(z) e a função
complementar de sensibilidade C(z).

3.1 Controlador Proporcional

Considere uma trajetória desejada parametrizada pela
referência r(k). Para o modelo integrador considerado,
sinal feedforward de referência de controle é dado por
uref (k) = (r(k + 1) − r(k))/h. Assim, a lei de controle
proporcional se reduz a

u(k) =K(r(k)− y(k)) + h−1(r(k + 1)− r(k)) (21)

=−Ky(k) + q(k), (22)

sendo q(k) = h−1(r(k+1)−r(k))+Kr(k). Deve-se observar
que r(k) e uref (k) = (r(k + 1)− r(h))/h necessariamente
serão limitados por definição de maneira que a análise de
robustez não se altera.

Utilizando o prinćıpio da superposição, a função de sensi-
bilidade deste controlador proporcional é dada por SP =
1/(1 + Pd(z)K) e a complementar de sensibilidade é sim-
plesmente CP = (Pd(z)K)/(1 + Pd(z)K).

A t́ıtulo de verificação, pode-se notar que o sistema equiva-
lente para aplicação do teorema do ganho pequeno é dado
por

Y (z) =
Pd(z)

1 + Pd(z)K
W (z) +

Pd(z)

1 + Pd(z)K
Q(z), (23)

W (z) =
z

z − 1

z − 1

z
(V (z)− U(z)) , (24)

sendo Q(z) = Uref (z)+KR(z) e U(z) = −KY (z)+Q(z).

Neste caso, Hd,P (z) = CP (z) = (Pd(z)K)/(1+Pd(z)K) ou
simplesmente

Y (z)

R(z)
=

Kh

z − 1 +Kh
, (25)

CP (z) =
Kh

z − 1 +Kh
. (26)

Esta abordagem apresenta uma parâmetro de sintonia,
sendo usado para lidar com o compromisso do desempe-
nho de seguimento de referência nominal e margens de
robustez. Para peŕıodos de amostragem suficientemente
pequenos es

⋆h ≈ 1 + s⋆h de maneira que s⋆ = −K pode
ser definido como o polo desejado de malha fechada em
tempo cont́ınuo.

3.2 PI de dois graus de liberdade

Nesta seção, por se tratar de uma abordagem usual, será
considerado um controlador projetado em tempo cont́ınuo
e discretizado pelo método de Tustin. A lei de controle PI
é definida por

U(s) = C(s)[F (s)R(s)− Y (s)], (27)

com

C(s) = Kp +
Ki

s
, (28)

F (s) =
γs+ 1

(Kp/Ki)s+ 1
, (29)

sendo o polo do filtro de referência definido para evitar
o sobressinal causado pelo efeito zero do controlador na
região de dominância e o parâmetro −γ−1 usado para
definir a posição do novo zero da função de transferência
da referência para a sáıda.

A escolha de F(s) é feita com o objetivo de substituir o
zero de malha fechada por outro zero tal que o objetivo
de controle seja determinado pela constante de tempo
desejada de malha fechada τ , tal que H(s) = Y (s)/R(s) e
C(s) = C(s)P (s)/(1 + C(s)P (s)) sejam dadas por

Y (s)

R(s)
=

1

τs+ 1
, (30)

CPI(s) =
(Kp/Ki)s+ 1

(τs+ 1)2
. (31)
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Cabe notar que o zero da função complementar de sensi-
bilidade é consequência do zero do controlador, enquanto
τ é um parâmetro livre.

Os parâmetros do PI ficam determinados por Kp = 2/(τ),
Ki = τ−2 e γ = τ . Esta sintonia permite uma comparação
adequada no quesito de seguimento de referência nomi-
nal (resposta de primeira ordem), sem demandar ganhos
proporcionais elevados (Kp), pois a bifurcação (polos re-
petidos) implica no menor valor de ganho proporcional
que resulta em polos reais para um determinado zero do
controlador.

Neste caso, a função complementar de sensibilidade dese-
jada de tempo cont́ınuo resume-se a

CPI(s) =
2τs+ 1

(τs+ 1)2
, (32)

sendo s⋆ = −1/τ os valor dos polos desejados e o zero uma
consequência direta do projeto.

Discretização do controlador Para fins de implementa-
ção e análise, o controlador PI e o filtro de referência
são discretizados com s = (2/h)(z − 1)/(z + 1). Assim,
o controlador discreto passa a ser

C(z) = Kp +
hKi

2

z + 1

z − 1
, (33)

Neste caso, a função complementar de sensibilidade pode
ser reescrita por

CPI(z) =
ρ̃(2 + 0, 5ρ̃)z − ρ̃(2− 0, 5ρ̃)

z2 + [ρ̃(2 + 0, 5ρ̃)− 2]z + 1− ρ̃(2− 0, 5ρ̃)
.

(34)
sendo ρ = τ−1, Kp = 2ρ, Ki = ρ2, ρ̃ = hρ adotado por
simplicidade de notação. Este resultado será importante
para comparar os limites de robustez das abordagens
propostas em função da escolha do parâmetro de sintonia
ρ = 1/τ .

4. ANÁLISE DE ROBUSTEZ

A definição dos limitantes NP e NPI demandam o cálculo
de ∥CP (z)(z − 1)∥∞ e ∥CPI(z)(z − 1)∥∞. Em geral, estas
normas são obtidas através de algoritmos com solução
numérica, mas sob determinadas condições, uma solução
anaĺıtica pode ser alcançada. Caso |C(ejω)(ejω − 1)| seja
uma função não decrescente entre para ω ∈ [0, π], então
∥CPI(z)(z−1)∥∞ = |C(ejπ)(ejπ−1)|, pois o valor absoluto
máximo se verifica em ω = π.

Inicialmente será demonstrado que uma rede em avanço
em tempo discreto apresenta uma resposta em frequência
crescente. Posteriormente será verificado que CP (z)(z− 1)
é uma rede em avanço e CPI(z)(z−1) é uma composição de
duas redes em avanços, o que permite obter analiticamente
as margens de robustez.

Considere uma rede em avanço de tempo discreto definida
por

Fav(z) = cf
z − α

z − β
, (35)

com 0 ≤ β < α ≤ 1. Então |Fav(ejω)| é uma função
crescente para ω ∈ [0, π). Por consequência, ∥Fav(z)∥∞ =
|Fav(ejπ)| = cf (1 + α)/(1 + β). Este resultado é bem
conhecido no caso de redes em avanço de tempo cont́ınuo,

mas a sua formulação em tempo discreto é revisitado no
Apêndice A para apresentar uma discussão auto-contida.

4.1 Máximo atraso – controlador Proporcional

Partindo-se da norma infinita aplicada ao caso do contro-
lador, observa-se que

∥CP (z)(z − 1)∥ =
2Kh

2−Kh
, (36)

NP =
1

Kh
− 0.5. (37)

Por se tratar de um atraso em tempo discreto, o limitante
é arredondado para o maior valor inteiro menor que NP ,
isto é ⌊NP ⌋.

4.2 Máximo atraso – controlador Proporcional Integral

A solução anaĺıtica do máximo atraso variável admisśıvel
requer demonstrar que a função complementar de sensibi-
lidade descrita por (34), pode ser reescrita como segue

CPI(z) = cpi
(z − α0)

(z − β1)(z − β2)
, (38)

com β1 e β2 reais, 0 < β1 < 1, 0 < β2 < 1, α ≤ β1 e
α ≤ β2.

Partindo do conceito do lugar das ráızes, pode-se verificar
que α ≤ β1 e α ≤ β2 desde que β1 e β2 sejam reais, pois
α0 = (2− 0, 5ρ̃)/(2 + 0, 5ρ̃) tal que α ∈ (0, 1). Além disso,
os polos de malha fechada são dadas por

β1,2 = 1− ρ̃− 0, 25ρ̃2 ± 0, 5ρ̃2
√
2ρ̃−1 + 0, 25. (39)

Assim, as ráızes são reais, pois 2ρ̃−1+0, 25 > 0. Sem perda
de generalidade, assuma β2 > β1, do lugar das ráızes. Do
traçado do lugar das ráızes, sabe-se que 0 < β2 < α0. Por
fim, para garantir que β1 > 0 basta escolher ρ̃ tal que a
seguinte condição seja satisfeita

ρ̃+ 0, 25ρ̃2 + 0, 5
√

2ρ̃3 + 0, 25ρ̃4 < 1. (40)

Este é um requisito natural de projeto para evitar o
efeito indesejado causado por polos discretos no semi-plano
esquerdo.

A garantia de polos reais positivos proporciona a seguinte
composição com resposta em frequência crescente

CPI(z)(z − 1) = cpi
z − α0

(z − β1)

(z − 1)

(z − β2)
. (41)

Considerado que se trata de duas redes em avanço com
resposta em frequência crescente, então ∥CPI(z)(z − 1)∥∞
corresponde a

|CPI(ejπ)(ejπ − 1)| = 2
ρ̃

1− ρ̃
. (42)

Alternativamente, verifica-se

∥CPI(z)(z − 1)∥ =
2ρh

1− ρh
, (43)

NPI =
0, 5

ρh
− 0, 5. (44)

Aqui deve-se notar que no caso do controlador proporcio-
nal, o polo de malha fechada desejado de tempo cont́ınuo
é definido por −K, isto é K = ρ no caso do projeto de
tempo cont́ınuo.
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Assim, caso o projeto do controlador proporcional seja
definido tal que o polo de malha fechada corresponda ao
polo desejado do PI, a diferença do limitante da margem
do atraso variável é dada por

NP −NPI = 0, 5/(ρh). (45)

Esta diferença é resultante do custo de se incorporar
a ação integral no contexto do desempenho robusto na
presença de atrasos variáveis. A diferença é especialmente
significativa na medida em que (NP −NPI) > NPI . Este
resultado é particularmente importante por relacionar
explicitamente a diferença das margens com a velocidade
de resposta desejada (ρ).

A despeito dos benef́ıcios da ação integral na elevação dos
ganhos de baixas frequências em malha aberta, a redução
da fase nas altas frequências impõe um compromisso
importante. Este aspecto de projeto será discutido no
estudo de caso.

5. ESTUDO DE CASO

No presente estudo de caso, foram considerados ρ = 1.5
e K = 1.5 com h = 1/30 s, resultando em NP = 19.5 e
NPI = 9.5. Estes valores indicam que atrasos limitados por
⌊NP ⌋ = 19 e ⌊NPI⌋ = 9 são respectivamente tolerados nas
estratégias P e PI com garantias de estabilidade robusta.

Para a comparação, a trajetória utilizada foi uma lemnis-
cata modificada descrita por

xref (t) = sen(0, 05 · t), (46)

yref (t) = 0, 5 · sen(0, 1 · t), (47)

zref (t) = 1 + 0, 5 · sen(0, 05 · t), (48)

ψref (t) = −15π

180
· sen(0, 05 · t). (49)

Três casos são considerados, a saber: (i) simulação sem
atraso, (ii) simulação com atraso variável e (iii) simulação
com atraso fixo de 19 amostras. O problema com atraso
variável foi simulado considerando um atraso aleatório
gerado a partir de uma distribuição normal. Para a dis-
tribuição normal, o valor médio do intervalo do menor
atraso for definido como (9/2) com um desvio padrão de
uma amostra, isto é N (9/2; 1), sendo arredondado o valor
amostrado para um número inteiro.

Figura 2. Comparação da trajetória no espaço sem atraso.

Para o caso sem atraso (Figuras 2 e 5), ambos os con-
troladores apresentam uma boa aderência à referência, no

Figura 3. Comparação da trajetória no espaço com atraso
variável.

Figura 4. Comparação da trajetória no espaço com atraso
máximo.

entanto, é posśıvel inferir que enquanto o controlador PI
apresenta um menor erro de seguimento de referência. O
ângulo de guinada foi o que apresentou maior variação
em torno da referência para o controlador proporcional.
Deve-se notar que o modelo linear é aproximado, visto
que o simulador Gazebo leva em consideração rúıdos, não-
linearidades e um modelo fenomenológico do problema.

Para uma análise numérica, foi utilizado o erro quadrático
médio (Jj) de acordo com

Jj =
1

Nsim

Nsim∑
k=1

(rj(k)− yj(k))
2, (50)

sendo rj(k) e yj(k) os valores de referência e sáıda no
instante k e Nsim o número de amostras da simulação.

As Tabelas 1 e 2 mostram o cálculo do erro quadrático
médio para cada variável controlada. Os resultados ilus-
tram que o atraso variável e o atraso máximo deterioram o
desempenho seguimento de referência, conforme esperado.
É posśıvel perceber que o controlador PI apresentou um
desempenho superior para o caso sem atraso e com atraso
variável devido ao seu ganho elevado nas médias e bai-
xas frequências. No entanto, para o atraso fixo no limite
do controlador proporcional, verifica-se instabilização do
controlador PI. Como apresentado na Figura 7.

Com a introdução de um atraso variável seguindo a distri-
buição normal (Figuras 3 e 6), pode-se identificar quais va-
riáveis apresentaram maior sensibilidade à essa perturba-
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Figura 5. Comparação da trajetória em cada eixo sem atraso.

Figura 6. Comparação da trajetória em cada eixo com atraso variável.
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Figura 7. Comparação da trajetória em cada eixo com atraso máximo.

Tabela 1. Comparação entre casos para o con-
trolador proporcional

Sem atraso Atraso variável Atraso limite

Jx 2,164e-4 7,630e-4 7,799e-4

Jy 4,674e-4 4,739e-4 9,171e-4

Jz 2,170e-4 4,671e-4 6,307e-4

Jψ 1,300e-4 1,306e-4 2,041e-4

Tabela 2. Comparação entre casos para o con-
trolador PI

Sem atraso Atraso variável Atraso limite

Jx 0,475e-4 0,885e-4 22,422 (instável)

Jy 0,715e-4 1,554e-4 15,535 (instável)

Jz 0,878e-4 2,951e-4 0,114 (instável)

Jψ 0,169e-4 0,220e-4 0,890 (instável)

ção. A posição em altitude (z ) exibiu um comportamento
com variância elevada para o controlador proporcional-
integrativo, enquanto que não houve grandes mudanças
para o controlador proporcional nessa posição. O ângulo de
guinada continuou apresentando o pior desempenho para
o controlador proporcional.

Como último resultado mostrado nas Figuras 4 e 7, com
o atraso máximo suportado pelo controlador proporcional
de 19 amostras (pois possui valor maior que o controlador
PI), é ńıtido a instabilidade do controlador PI em todas
as variáveis de sua pose, enquanto que o controlador
proporcional apresentou boa aderência apesar de estar
submetido ao atraso máximo (19 amostras) e considerando
também a dinâmica não modelada das não-linearidades

presentes na simulação. As variáveis do controlador PI
estabilizaram em um valor fixo, pois o Ar Drone 2.0
perdeu a informação de localização devido à condição
instabilidade.

Os resultados de simulação ilustram as conclusões obtidas
através do critério de estabilidade robusto, a saber: o PI
preserva as caracteŕısticas desejáveis de seguimento de
referência nos casos sem atraso, este é um pouco mais
senśıvel que o controlador proporcional na presença de
atraso variável, mas o controlador proporcional possui
margens de atraso mais significativas. O compromisso en-
tre robustez e desempenho é esperado. A principal contri-
buição deste trabalho é quantificar este compromisso de
forma simplificada e expĺıcita, apresentando o controlador
proporcional com ação feedforward como uma alternativa
para aplicações com atrasos significativos.

6. CONCLUSÕES

No presente trabalho foi apresentada uma comparação
entre um controlador proporcional-integral com filtro de
referência e proporcional com ação feedforward para se-
guimento de referência variável com atraso variável. Um
estudo anaĺıtico do máximo atraso tolerável de cada con-
trolador for apresentado, indicando as limitações do con-
troladores PI na presença de atrasos significativos. Foi
realizado um estudo comparativo por meio de simulação
para ilustrar o impacto do atraso e o comparativo numérico
do erro quadrático médio foi apresentado nas Tabelas 1 e 2.
Em śıntese, o controlador proporcional-integral apresentou

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XXV Congresso Brasileiro de Automática - CBA 2024, 15 a 18 de outubro de 2024 

ISSN: 2525-8311 4372 DOI: 10.20906/CBA2024/4828



um bom desempenho de seguimento de referência quando
não havia atraso ou quando este se aproximava se uma
situação de conexão com atrasos menores, no entanto,
para atrasos maiores, sobretudo além do limite de estabi-
lidade robusto, o controlador PI divergiu. Sob as mesmas
condições de atraso variável, o controlador proporcional
apresentou boa aderência à referência, se tornando uma
posśıvel alternativa dentre os controladores lineares para
situações de conexão com atrasos induzidos significativos.
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– Brasil (CAPES) – Código de Financiamento 001 e do
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tec-
nológico (CNPq) - 308741/2021-8.

REFERÊNCIAS
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Apêndice A. RESPOSTA EM FREQUÊNCIA DE
REDE EM AVANÇO DE TEMPO DISCRETO

O valor absoluto ao quadrado de uma rede em avanço do
tipo Fav(z) = cf

z−α
z−β com 0 ≤ β < α ≤ 1 é dado por

|Fav(ejω)|2 = cf
1− 2α cos(ω) + α2

1− 2β cos(ω) + β2
. (A.1)

A derivada de |Fav(ejω)|2 com relação a ω é dada por

∂

∂ω
|Fav(ejω)|2 = cf

2sen(ω)(α− β)(1− αβ)

(1− 2β cos(ω) + β2)2
. (A.2)

Considerando que 0 ≤ αβ < 1, α > β e sen(ω) (no domı́nio
ω ∈ [0, π)) verifica-se que |Fav(ejω)|2 (derivada positiva) e
|Fav(ejω)|, por consequência, são crescentes no domı́nio
ω ∈ [0, π), tendo um ponto de inflexão (máximo) em
ω = π, pois ∂

∂ω |Fav(e
jω)|2|ω=π = 0. Assim, ∥Fav(z)∥∞ =

|Fav(ejπ)| = cf (1 + α)/(1 + β) por se tratar do supremo
de |Fav(ejω)|.
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