
Algoritmo Iterativo para Estabilização Robusta de

Sistemas Discretos no Tempo com Atraso

Variante ⋆

Marcus V. C. Barbosa ∗ Gabriel M. Duarte ∗∗∗

Ricardo C. L. F. Oliveira ∗∗ Luis F. P. Silva ∗,∗∗∗ Valter J. S. Leite ∗,∗∗∗

∗ PPGEL CEFET-MG / UFSJ
CEFET-MG, Av. Amazonas 7675, Belo Horizonte, MG, Brasil.

(e-mail:mvcostabarbosa@gmail.com)
∗∗ Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação / UNICAMP,

Campinas–SP, Brasil. (e-mail: ricfow@dt.fee.unicamp.br)
∗∗∗ Departamento de Engenharia Mecatrônica/CEFET-MG
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Abstract: This paper proposes a new approach for synthesizing state feedback controllers
for discrete systems with polytopic uncertainties and variable state delay. Unlike traditional
techniques in the literature, the proposed method does not employ classical linearization
techniques based on variable changes, which may introduce some conservatism. Instead, the
method works directly in the parameter space of the controller and the Lyapunov matrix.
Synthesis conditions are solved using an iterative algorithm of local convergence, in which LMIs
are solved at each iteration. Numerical experiments illustrate that the proposed formulation
yields superior achievements in terms of the maximum admissible delay value compared to
existing techniques in the literature, thus establishing a new design methodology for dealing
with systems with variable delays in states and uncertainties in system matrices.

Resumo: Este trabalho propõe uma nova abordagem para a śıntese de controladores por
realimentação de estados em sistemas discretos com incertezas politópicas e atraso variante nos
estados. Ao contrário das técnicas tradicionais da literatura, o método proposto não emprega as
técnicas clássicas de linearização baseadas em mudanças de variáveis, que geralmente introduzem
conservadorismo. Em vez disso, o método opera diretamente no espaço dos parâmetros do
controlador e da matriz de Lyapunov. As condições de śıntese são resolvidas por meio de
um algoritmo iterativo de convergência local, no qual LMIs são resolvidas a cada iteração.
Experimentos numéricos ilustram que a formulação proposta produz resultados superiores em
termos do máximo valor de atraso admisśıvel, quando comparada às técnicas existentes na
literatura, configurando uma nova metodologia de projeto para lidar com sistemas com atraso
variante nos estados e incertezas nas matrizes do sistema.

Keywords: Time-varying state-delay, Robust stabilization, Uncertain linear systems, State
feedback, LMIs.
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1. INTRODUÇÃO

Sistemas com atraso nos estados têm recebido intensa
atenção desde o final dos anos 1990 (Niculescu, 2001; Gu
et al., 2003; Fridman, 2014). Esse tipo de atraso pode
originar-se na dinâmica do sistema, na implementação de
uma lei por realimentação dos estados, que devido ao
processo de medição tem um atraso em relação ao valor
atual, da introdução intencional de atrasos na lei de con-
trole visando a inclusão de amortecimentos ou a melhoria

⋆ Este trabalho foi parcialmente financiado por FAPEMIG (APQ-
02100-22), CNPq (311891/2022-5, 408411/2023-6, 168303/2023-0
e 132261/2023-5), Projeto Stic-Amsud/CAPES NetConHybSDP
(20/2022).

de desempenho frente às incertezas no modelo (Frezzatto
et al., 2018). Veja o caṕıtulo 1 de Gu et al. (2003) para
mais detalhes, e exemplos em Gomes da Silva Jr. and Leite
(2007) para uma visão geral dos métodos utilizados para
estudo dessa classe de sistemas. Questões atuais relativas a
esse grupo de sistemas envolvem o tratamento de incerte-
zas no modelo, a dependência de parâmetros variantes no
tempo, atrasos incertos ou variantes no tempo, etc., que
conduzem a aplicações ligadas à Indústria 4.0, tais como
o controle via rede e automação em geral (Gomes and
Basilio, 2024). Portanto, a investigação de sistemas com
atrasos nos estados tem interesse renovado devido à onda
de renovação tecnológica proposta para o meio industrial
(Zhang et al., 2019).
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Em geral, o método mais utilizado para investigar a esta-
bilidade e projetar controladores para esses sistemas são
baseados na teoria de Lyapunov (Fridman, 2014), levando
à formulação de procedimentos de otimização convexa na
forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglês
Linear Matrix Inequalities). Nesse contexto, a descrição
dessa classe de sistemas via representações politópicas
ganha destaque, servindo para capturar as dinâmicas de
sistemas que dependem linearmente de parâmetros varian-
tes no tempo (LPV, do inglês Linear Parameter Varying).
Formulações em termos de LMIs fornecem, em geral, so-
luções apenas suficientes para os problemas de análise de
estabilidade e śıntese de controladores estabilizantes que
maximizam o máximo valor de atraso admisśıvel. Essas
condições podem ser dependentes ou independentes (em
geral, resultando em estimativas mais conservadoras) do
valor do atraso. Em casos de implementações digitais, cabe
destacar as abordagens que consideram sistemas discretos
no tempo com atrasos nos estados (Leite and Miranda,
2008; Miranda and Leite, 2011; Silva et al., 2018a; de Souza
et al., 2021; Silva et al., 2018b). Em todos os casos, essas
formulações herdam desenvolvimentos feitos nas áreas de
controle robusto e LPV para sistemas sem atrasos.

Nesse sentido, uma dificuldade fundamental está no tra-
tamento de variáveis de interesse — fundamentalmente
associadas à função de Lyapunov e ao controlador —
que aparecem na forma de produtos entre si ou com a
matriz da dinâmica do sistema. Dentre as técnicas mais
populares para tratar essa questão estão a linearização
pela substituição de variável (Bernussou et al., 1989) ou a
aplicação do Lema de Finsler (de Oliveira et al., 1999). No
primeiro caso, o produto da variável do controlador com a
matriz de Lyapunov é substitúıdo por uma nova variável
que lineariza a formulação. Em (de Oliveira et al., 1999),
o uso do Lema de Finsler permite a separação dessas va-
riáveis e fornece um novo produto da variável associada ao
controlador com variáveis de folga introduzidas pelo Lema
de Finsler; a esse novo produto é aplicada a linearização
proposta por Bernussou et al. (1989) levando a formulações
muito mais gerais e com resultados menos conservadores
uma vez que a matriz de Lyapunov fica livre de restrições.

Recentemente, uma nova abordagem foi proposta por Fe-
lipe (2017); Felipe and Oliveira (2021) envolvendo um
procedimento iterativo para resolver desigualdades ma-
triciais e buscar diretamente no espaço dos parâmetros
do controlador e da matriz de Lyapunov soluções menos
conservadoras. Nessa abordagem a linearização de Ber-
nussou et al. (1989) não é utilizada. Embora não resulte
em uma formulação convexa, o procedimento resolve um
conjunto de LMIs a cada iteração, com a garantia de que
a função objetivo não pode piorar ao longo das iterações.
Entretanto, os resultados alcançados mostram-se menos
conservadores em geral que as abordagens convexas re-
sultantes do uso das técnicas baseadas em mudanças de
variáveis (Bernussou et al., 1989) e (de Oliveira et al.,
1999). A maior vantagem dessa abordagem está na facili-
dade de tratamento de problemas para os quais as técnicas
de linearização baseadas em mudanças de variáveis não
funcionam tão bem, como no problema de realimentação
de sáıda (Lemaire et al., 2020; Felipe and Oliveira, 2021), a
śıntese de controladores para sistemas positivos (Spagola
et al., 2022), projeto de controladores PID (Ortiz et al.,
2020), controle por aproximação de modelo (Souza et al.,
2020), projeto de regras de chaveamento (Souza et al.,

2022) e a maximização da região de atração em sistemas
nebulosos de Takagi-Sugeno (Marinho et al., 2023).

A principal contribuição deste trabalho é a proposição de
uma nova condição para a śıntese de controladores por
realimentação de estados para sistemas discretos no tempo
com atraso variante nos estados e incertezas, inspirada
na abordagem de Felipe (2017). A proposta é nova no
contexto de sistemas com atrasos e baseia-se na formulação
introduzida por Leite and Miranda (2008), alcançando
melhores resultados em geral. Sistemas com incertezas
politópicas são investigados em dois estudos de caso que
ilustram as vantagens da nova abordagem utilizando como
métrica de desempenho o valor máximo do atraso.

Notações: Os conjuntos de números naturais e reais (não-
negativos), são dados por N, R ( R+), respectivamente. O
śımbolo ⋆ representa os blocos transpostos em relação à
diagonal de matrizes reais quadradas e simétricas. Rm×n

denota o conjunto de matrizes com entradas reais e dimen-
sões m× n. O termo ⊤ representa transposição de matriz.
As matrizes I e 0 denotam, respectivamente, as matrizes
identidade e nula de dimensões apropriadas.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere o sistema discreto no tempo com atraso variante
nos estados:

xk+1 = A(α)xk +Ad(α)xk−d(k) +B(α)uk, (1)

em que k é o instante de tempo, xk ∈ Rn é o vetor de
estado 1 , uk ∈ Rnu é a entrada de controle e d(k) é o
atraso variante no tempo, cuja variação é limitada como

0 < d ≤ d(k) ≤ d̄ <∞, (d,d̄) ∈ N× N, (2)

com d e d̄, os valores mı́nimo e máximo do atraso, respec-
tivamente. As matrizes A(α) ∈ Rn×n, Ad(α) ∈ Rn×n e
B(α) ∈ Rn×nu pertencem ao politopo obtido da combina-
ção convexa de N vértices conhecidos:

M(α) =
N∑
i=1

αMi, (3)

em que M pode ser substitúıdo por A, Ad e B. O vetor de
parâmetros incertos é dado por α, que pertence ao simplex

unitário Λ = {α ∈ RN :
∑N

i=1 αi = 1, αi ≥ 0, i =
1, . . . ,N}. Supõe-se que (1) está sujeito à lei de controle

uk = Kxk +Kdxk−d(k), (4)

em que K e Kd ∈ Rnu×n são ganhos robustos de realimen-
tação de estados que garantem a estabilidade assintótica
da malha fechada resultante:

xk+1 = Ã(α)xk + Ãd(α)xk−d(k), (5)

com Ã(α) = A(α)+B(α)K, e Ãd(α) = Ad(α)+B(α)Kd. O
principal problema a ser tratado neste trabalho é assegurar
a estabilização da malha fechada (5) para a maior diferença
posśıvel entre os limites máximo e mı́nimo do atraso. Esse
problema é formalizado a seguir.

Problema 1. Encontre o par de ganhos de realimentação
de estados K e Kd tal que o sistema (1)-(4) seja robusta-
mente assintoticamente estável para o maior valor posśıvel
de d̄− d.

Embora esse seja um problema que lida com condições
do tipo independentes do atraso, a investigação realizada
1 Trata-se do uso abusivo da palavra estado, uma vez que para (1)
o estado é a sequência {xk, . . . , xk−d̄}.
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neste trabalho pode ser levada a outras formulações, mais
elaboradas e que são, por exemplo, dependentes do atraso
e de sua máxima variação entre dois instantes consecutivos
(Castro et al., 2020).

3. RESULTADOS PRELIMINARES

Uma solução convexa para o Problema 1 foi proposta por
Leite and Miranda (2008) utilizando o Lema de Finsler e
a linearização por substituição de variável. Para isso, foi
utilizada uma candidata à Função de Lyapunov-Krasovskii
(FLK) dada por

V (φd̄,k,α) =
3∑

v=1

Vv(α,k) > 0, (6)

em que φd̄,k = {xk, . . . , xk−d̄}, V1(φd̄,k,α) = x⊤
k P (α)xk,

V2(φd̄,k,α) =
∑k−1

j=k−d(k) x
⊤
j S(α)xj e V3(φd̄,k,α) =

∑1−d̄
l=2−d̄∑k−1

j=k+l−1 x
⊤
j S(α)xj . Portanto, pode-se calcular a varia-

ção da FLK entre dois instantes como

∆V (φd̄,k,α) = x⊤
k+1P (α)xk+1 + x⊤

k [βS(α)− P (α)]xk

−x⊤
k−d(k)S(α)xk−d(k) < 0,(7)

em que β = d̄− d+ 1. Essa solução é recuperada no lema
a seguir

Lema 2. (Leite and Miranda, 2008) Considere o sistema
em malha fechada dado por (5) com ganhos K e Kd dados

e defina as matrizes Ã(α) = A(α) + B(α)K e Ãd(α) =
Ad(α) +B(α)Kd. Suponha a existência de matrizes F (α),
G(α), H(α) ∈ Rn×n e P (α), S(α) ∈ Rn×n matrizes
simétricas definidas positivas tais que

Q+He
(
F
[
I −Ã(α) −Ãd(α)

])
< 0 (8)

com F⊤ =
[
F (α)⊤ G(α)⊤ H(α)⊤

]
e Q = diag{P (α),-

βS(α) − P (α),−S(α)}, é verificada para todo α ∈ Λ.
Então, o sistema (1) é robustamente assintoticamente
estável com a lei de controle (4) utilizando ganhos K e
Kd para atrasos em (2).

Prova. Veja o teorema 3.1 de Leite and Miranda (2008).

A desigualdade (8) é conhecida como uma LMI dependente
de parâmetros, pois as variáveis de decisão são funções
do parâmetro α. Para que seja viável buscar por essas
variáveis e assim testar a factibilidade da desigualdade (8)
em termos de um conjunto finito de LMIs, é necessário
impor estruturas em todas as variáveis. Por exemplo, con-
dições suficientes são propostas no teorema 3.2 de Leite
and Miranda (2008) (LM08) em que as variáveis F , G
e H são assumidas como independentes do parâmetro
α, e P (α) e S(α) com dependência afim em α. Para as
condições de śıntese, Leite and Miranda (2008) apresentam
como resultado principal o teorema 3.3, no qual impõem F
independente de α, G = H = 0 e utilizam a troca variáveis
de Bernussou et al. (1989) para linearizar a formulação.
Com isso, são obtidos os controladores robustos K e Kd a
partir da variável de linearização e de F . Na seção seguinte,
a contribuição principal deste trabalho é estabelecida: a
proposição de novas condições para obtenção desses con-
troladores a partir de buscas diretas em seus respectivos
espaços.

4. RESULTADOS PRINCIPAIS

Teorema 3. Considere o sistema

Sρ : xk+1 = ρÃ(α)xk + ρÃd(α)xk−d(k) (9)

em que d(k) tem limites dados conforme (2), ρ ≥ 0,

matrizes Ã(α) e Ãd(α) como em (5) e ganhos K e Kd ∈
Rnu×n a determinar. Suponha a existência de matrizes
Xj(α), Yj(α) ∈ Rn×n, j = 1, . . . ,4, e 0 < P⊤(α) =
P (α), 0 < S⊤(α) = S(α) ∈ Rn×n tais que a seguinte
desigualdade

Q2+He

(X1(α)
X2(α)
X3(α)
X4(α)


︸ ︷︷ ︸

X

[Y1(α) Y2(α) Y3(α) Y4(α)]︸ ︷︷ ︸
Y

)
< 0 (10)

com

Q2 =


P (α) ⋆ ⋆ ⋆
0 βS(α)− P (α) ⋆ ⋆
0 0 −S(α) ⋆

I −ρA(α)−B(α)K̂ −ρAd(α)−B(α)K̂d 0


é verificada para todo α ∈ Λ e β = d̄ − d + 1. Então, o
sistema Sρ é robustamente assintoticamente estável com

a lei de controle (4) e ganhos robustos K = K̂/ρ e

Kd = K̂d/ρ. Note que a condição (10) é independente do
atraso, porém dependente da diferença do atraso β.

Prova. Se (10) é verificada, o bloco (4,4) assegura que
Y4(α)

⊤X4(α)
⊤+X4(α)Y4(α) < 0, assim tantoX4(α) como

Y4(α) são invert́ıveis. Logo, usando as equivalências do
lema de Finsler, pode-se multiplicar a desigualdade (10)

à esquerda por B⊥⊤
e à direita por B⊥ =

[
I Ŷ ⊤

]⊤
, com

Ŷ =
[
−Y4(α)

−1Y1(α) −Y4(α)
−1Y2(α) −Y4(α)

−1Y3(α)
]

para recuperar (8) com F (α) = −Y1(α)
⊤Y4(α)

−⊤, G(α) =
−Y2(α)

⊤Y4(α)
−⊤, H(α) = −Y3(α)

⊤Y4(α)
−⊤ e matrizes

Ã(α) e Ãd(α) multiplicadas por ρ. Portanto, assegura-se a
partir do Lema 2 que o sistema Sρ é robustamente estável.

O Teorema 3 oferece condições mais gerais que as do
Lema 2, porém não é um problema convexo nas variá-
veis Xi(α) e Yi(α), i = 1, . . . , 4. Observe que devido às
variáveis associadas aos ganhos aparecerem linearmente,
a condição (10) pode ser usada tanto para a śıntese (ga-
nhos a determinar) quanto para a análise de estabilidade
(quando os ganhos são dados). Portanto, a linearidade de
(10) em relação às matrizes do controlador dispensa o uso
da linearização por substituição de variável (Bernussou
et al., 1989). A prova do Teorema 3 também oferece uma
interpretação interessante entre as condições do Lema 2 e
do Teorema 3 quando estruturas particulares são impostas
para as variáveis de otimização (etapa necessária para tor-
nar as condições numericamente solucionáveis). Se existir
uma solução para o Teorema 3 com todas as variáveis de
folga Xi(α), Yi(α), i = 1, . . . , 4, dependendo de forma
politópica de α (como em (3)), então uma solução para
o Lema 2 só está garantida caso as matrizes F (α), G(α) e
H(α) dependam racionalmente de α.

Note que se ρ = 1 no Teorema 3, então a estabilidade de
(5) é assegurada. Por outro lado, se (5) é instável, então
sempre existe 0 ≤ ρ < 1 tal que o sistema Sρ resultante
seja robustamente estável. Finalmente, se o Teorema 3
é verificado com ρ > 1, significa que o sistema (5) é
robustamente estável e possui, para cada valor fixo de
atraso, todos os seus autovalores confinados no ćırculo de
raio 1/ρ com centro na origem.
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A dificuldade para resolver as condições do Teorema 3 é
tratar a bilinearidade entre Xi(α) e Yi(α), i = 1, . . . , 4.
Com esse propósito, um algoritmo iterativo com conver-
gência local e critério de parada baseado em otimização de
uma variável de relaxação é proposto na subseção seguinte,
seguindo a metodologia introduzida por Felipe (2017);
Felipe and Oliveira (2021).

4.1 Procedimento iterativo

Nesta subseção é proposto um algoritmo para resolver o
Problema 1. A base desse algoritmo consiste em resolver
iterativamente a condição (10), na qual o produto de variá-
veis X e Y é relaxado por meio de iterações convexas. Uma
etapa fundamental consiste em assegurar a factibilidade
da primeira iteração, obrigando uma escolha conveniente
para X ou Y. Assuma X e Y com estruturas politópicas
como em (3). Além disso, denota-se as variáveis de decisão
por Xij ou Yij , em que o ı́ndice i corresponde à i-ésima
componente em X e Y, respectivamente, e o ı́ndice j à
iteração. Dessa forma, pode-se fazer a escolha inicial

Y0 : Yi0 =
[
− 1

2
√
ε
I 0 0 −

√
εI
]
, i = 1, . . . , N, (11)

em que ε > 0 é um escalar arbitrário. Assim, escolhendo

X0 = −Y⊤
0 , isto é X0 : Xi0 =

[
1

2
√
ε
I 0 0

√
εI
]⊤

, i =

1, . . . , N ,

verifica-se que (10) resulta em Pi− 1
2ε I 0 0 0

⋆ βSi−Pi 0 −ρA⊤
i −K̂⊤B⊤

i

⋆ ⋆ −Si −ρA⊤
di

−K̂⊤
d B⊤

i

⋆ ⋆ ⋆ −2εI

 < 0. (12)

Fixando K̂ = K̂d = 0 e ρ = 0, tem-se uma matriz
bloco diagonal. Em seguida, escolhendo Pi = pI com
0 < p < 1/(2ε) e Si = sI com 0 < s < 1/(2βε) =
p/β, assegura-se a verificação da negatividade para (12)
e, portanto, a factibilidade do Teorema 3 testado com
escolha indicada em (11) (primeira iteração). Nas iterações
seguintes, basta atualizar as escolhas Yij , j ≥ 1, com
X⊤

i(j−1) obtidos no passo anterior, tendo a garantia de que

ρ não pode diminuir ao longo das iterações (Felipe and
Oliveira, 2021). Assim, o Algoritmo 1 (A1) descreve um
procedimento iterativo explorando a dependência afim de
Q2 nas variáveis de decisão P (α), S(α), K e Kd. Ressalta-
se que as variáveis de decisão P (α), S(α), Xi(α) e Yi(α),
i = 1, . . . , 4, são assumidas na forma politópica (3).

O passo 13 do A1 trata a condição de ρ ≥ 1 ser apenas
suficiente para a estabilidade. Portanto, os ganhos K e Kd

projetados para ρ < 1 podem, eventualmente, estabilizar
(5) (ou Sρ em (9) com ρ = 1). Dessa forma, nesse
passo pode-se reduzir o número de iterações (ao preço de
aumentar o custo computacional por iteração) incluindo
uma etapa de teste de estabilidade por LMIs, usando, por
exemplo, as condições de análise de estabilidade propostas
em LM08 e no teorema 1 de Miranda and Leite (2011).
Esse teste é realizado sempre que ρ ≥ ρ̄, em que ρ̄ < 1 é
um limiar escolhido pelo usuário. As condições de parada
do A1 são o número máximo de iterações κ, a factibilidade
no passo 10 com ρ ≤ 1 ou a factibilidade no passo 13.

Finalmente, vale ressaltar que, por se tratar de um pro-
blema de otimização não convexo, a obtenção de ganhos
estabilizantes robustos pode não ocorrer (mesmo que eles
existam), pois depende da condição inicial proposta em
(11) (que por sua vez também depende de ε). Entretanto,

Algoritmo 1 Estabilização robusta

1: Entrada: d, d̄, vértices Ai, Adi, Bi, i = 1, . . . , N .
2: Sáıda: ρj , K, Kd, Pi, Si, i = 1, . . . , N .
3: Inicialize os parâmetros: κ, ρ̄, ε;
4: j ← 0;
5: Inicialize Yij como em (11);
6: Enquanto j < κ Faça
7: Resolva max

Pi, Si, K̂, K̂d, Xi

ρj , s. a. (10);

8: Yi(j+1) ← X⊤
ij , i = 1, . . . , N ;

9: Se ρj ≥ 1 Então
10: Retorna (Pi, Si, ρj ,K,Kd)
11: Senão
12: Se ρj ≥ ρ̄ Então
13: Teste a estabilidade de (1) usando o Lema 2;
14: Se Estável Então
15: Retorna (Pi, Si, ρj ,K,Kd)
16: Fim Se
17: Fim Se
18: Fim Se
19: j ← j + 1;
20: Fim Enquanto

como ilustrado na próxima seção, o uso desse algoritmo
resulta em maior número de casos de sucesso em geral.

5. EXEMPLOS NUMÉRICOS

São apresentados três exemplos numéricos que ilustram
a utilização e caracteŕısticas da técnica proposta. Os re-
sultados do A1 são comparados com os alcançados pelas
condições encontradas em LM08, que utiliza o mesmo
FLK. Para cada exemplo, o valor de β foi aumentado
progressivamente até encontrar o valor máximo para o
qual (5) seja robustamente estável. Todos os testes foram
realizados no Visual Studio Code utilizando a linguagem
de programação Python versão 3.11.2 e o resolvedor de
LMIs Mosek versão 10.1. O computador possui as seguin-
tes especificações: Windows 10, Intel Core i3 (2.10GHz) e
8GB de RAM. Em todos os casos, o número máximo de
iterações κ para o A1 foi definido como 30, ε como 10 e o
limiar ρ̄ foi fixado em 0,9.

5.1 Atraso máximo estabilizável

Neste exemplo, o objetivo é obter ganhos robustos K e Kd
que estabilizem robustamente a malha fechada para um
dado sistema com d = 1 e o maior valor posśıvel de β. Para
isso foram usados A1 e LM08. Nesse sentido, considere o
sistema (1) em que as matrizes possuem vértices gerados
aleatoriamente dados por

A1 =

[
0,20 0,85
0,26 0,43

]
, A2 =

[
0,86 0,85
0,02 0,81

]
, Ad1 =

[
0,66 0,94
0,53 0,33

]
,

Ad2 =

[
0,54 0,6
0,43 0,33

]
, B1 =

[
0,36
0,75

]
, B2 =

[
0,78
0,10

]
Utilizando a formulação LMI de LM08, obtém-se factibi-
lidade para até β = 11. Por outro lado, usando o A1,
é posśıvel estabilizar robustamente o sistema para até
β = 28, neste caso, com ganhos K = [−0,7836 −1,4618]
e Kd = [−0,9877 −0,9814]. Portanto, um aumento da
ordem superior a 250%. A contrapartida dessa melhora
significativa está nos tempos necessários para obtenção das
soluções, que para β = 11, foi de 0,09s para resolver a LMI
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e 0,44s para solucionar o A1 (total de 3 iterações). Entre-
tanto, é um tempo que não compromete especialmente por
ser despendido de forma off-line.

5.2 Desempenho para diferentes (n,N)

O objetivo deste exemplo é realizar uma comparação am-
pla entre a condição convexa de LM08 e A1. Para isso,
foram gerados 500 sistemas instáveis para cada combina-
ção de dimensão n e número de vértices N , com 2 ≤ n ≤ 5
e 2 ≤ N ≤ 5. A base de dados foi gerada usando entradas
aleatórias nas matrizes Ai, Adi e Bi, i = 1, . . . , N , com va-
lores uniformemente distribúıdos no intervalo [−0,3; 0,3].
Cada sistema foi assegurado de ser instável para, pelo
menos, d(k) = 1 verificando-se o sistema aumentado livre
de atrasos correspondente (Hetel et al., 2008). O total de
500 casos por par (n,N) foi adotado ao verificar que amos-
tras em quantidades superiores não alteravam significati-
vamente os dados apresentados. Para cada politopo de um
par (n,N) foram executados LM08 e A1 buscando ganhos
K e Kd que proporcionassem a estabilização robusta com
o maior valor posśıvel de β para d = 1.

A Tabela 1 mostra o número de casos estabilizados pelos
métodos identificados em cada coluna, com β maior que o
obtido pelo outro método, para cada combinação (n,N).
Por exemplo, para n = 3 e N = 4 o método LMI, de LM08,
consegue estabilizar 2 casos com valores de β superiores
ao máximo obtido por A1. Por outro lado, nessa mesma
combinação (n,N) = (3,4), A1 estabiliza 308 casos com β
superior ao alcançado pelo método convexo (LMI).

Tabela 1. Número de politopos em que cada
método obteve estabilização com um limite
máximo β maior em comparação ao outro

método.

n N LMI Alg. 1 n N LMI Alg. 1

2

2 53 192

3

2 66 233
3 25 165 3 11 251
4 5 258 4 2 308
5 1 220 5 0 283

4

2 30 230

5

2 8 210
3 2 233 3 0 222
4 0 284 4 0 229
5 0 274 5 0 228

Observa-se que em todas as combinações (n,N) o número
de politopos robustamente estabilizados com valores mai-
ores de β é largamente superior para o método baseado
no A1. Além disso, o método convexo consegue casos de
melhor desempenho apenas para as combinações de menor
complexidade, ou seja, n e N menores. Isso indica que as
restrições impostas nas variáveis para viabilizar a linea-
rização clássica tendem a aumentar o conservadorismo à
medida que as dimensões dos sistemas crescem. Por outro
lado, o A1 não parece ser afetado da mesma maneira.

A Figura 1 complementa a análise anterior, mostrando a
diferença βAlg. 1 − βLMI verificadas (e ordenadas) para as
combinações (n,N) = (2,2), gráfico superior, e (n,N) =
(5,5), gráfico inferior. Portanto, valores maiores que zero
indicam melhor desempenho do A1 e valores negativos
indicam comportamento favorável a LM08. Resultados
nulos indicam que o mesmo limite de diferença de atraso
máximo foi obtido pelas condições testadas. Fica evidente

5 Vértices 5 Estados

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0

1

2

3

2 Vértices 2 Estados

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0

50

100

150

200

440 460 480 500
-1

-0.5

0

Figura 1. Diferença de βAlg. 1 e βLMI

para 500 casos para as combinações (n,N) = (2,2),
gráfico superior, e (n,N) = (5,5), gráfico inferior.

a melhora do desempenho do método proposto no A1
com o aumento da complexidade numérica do problema
tratado.

5.3 Máximo β estabilizável em faixa paramétrica

O objetivo é obter ganhos robustosK eKd que estabilizem
robustamente a malha fechada de (1) com matrizes

A1 =

[
0,03(1− a) −0,03

−0,18 0,15

]
, A2 =

[
0,14(1 + a) 0,28

0,22 0,29

]
,

Ad1 =

[
0,17 −0,13
−0,02 −0,02(1− 2a)

]
, Ad2 =

[
0,29 0,29
0,28 0,21(1 + 2a)

]
,

B1 =
[
0,61(1− 0,5a) 0,48

]⊤
, B2 =

[
0,73(1 + 0,5a) 0,73

]⊤
, para

d = 1 e o maior valor posśıvel de β. Esse teste foi realizado
para valores de a ∈ [−1, 1], com passo de 0,05. São
indicados na Figura 2 os valores de β para os quais cada
método obteve sucesso na estabilização, sendo • para o
A1 e × para LM08. O desempenho superior alcançado por

Figura 2. Comparação do limite máximo de β entre A1 e
LM08 para diferentes valores de a.

A1 fica claro, demonstrando ser uma alternativa viável,
especialmente para o cômputo off-line de controladores
estabilizantes para sistemas com atrasos nos estados.
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6. CONCLUSÃO

Este trabalho apresenta um algoritmo iterativo com eta-
pas convexas que permite a busca de forma sistemática
de ganhos para a estabilização robusta de sistemas com
atrasos nos estados. O algoritmo tem a condição de ini-
cialização com factibilidade garantida. A nova metodo-
logia foi desenvolvida utilizando uma condição simples
para análise de estabilidade independente do atraso. Foi
mostrado que uma solução encontrada com o algoritmo
proposto é equivalente ao uso de variáveis de folga que
dependam racionalmente nos parâmetros do politopo em
uma abordagem convexa similar. Foram apresentados três
exemplos numéricos nos quais os resultados alcançados
indicam a superioridade do método proposto e sugerem
seu uso em condições dependentes de atraso que sejam
mais elaboradas. Essa investigação será continuada nesta
pesquisa. De modo geral, o preço a ser pago pela técnica
proposta é um aumento no esforço computacional, que se
mostra razoável para as dimensões dos sistemas tratados.
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