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Abstract: We propose a simplified economic predictive controller (EMPC) for supervisory
control of an oil producing well. The proposed controller uses a gradient-based methodology
to approximate an economic function. We change the controller to depend on a disturbance
estimator and input/output data. Finally, we test this linear EMPC in a scenario considering
disturbances and noise. The proposed controller always tends to the optimal economic point.

Resumo: Propomos um controlador preditivo econômico simplificado (EMPC) para controle
supervisório de um poço produtor de petróleo. O controlador proposto usa uma metodologia
baseada em gradiente para aproximar a função econômica. Nós alteramos o controle para
depender de um estimador de distúrbios e de dados de entrada/sáıda. Finalmente, testamos
este EMPC linear em um cenário considerando distúrbios e rúıdo. O controlador proposto tende
sempre para o ponto ótimo econômico.
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1. INTRODUÇÃO

A produção na indústria de petróleo e gás envolve a to-
mada de múltiplas decisões que afetam tanto a produção
quanto o custo da operação. Geralmente, essas decisões
são tomadas em diferentes escalas de tempo para atender
a objetivos de curto, médio e longo prazo (Foss, 2012). Em
termos gerais, o objetivo da produção inclui a maximização
do lucro respeitando as condições operacionais. Este obje-
tivo é chamado de Otimização Diária da Produção (DPO).

Esse DPO é, muitas vezes, dividido em camadas que com-
põem o chamado controle hierárquico (Engell, 2007). A
primeira camada, para Otimização em Tempo Real (RTO),
é baseada principalmente em modelos de estado estacio-
nário representados por equações altamente não lineares
(Campos et al., 2015), que calcula as pontos estacionários
que maximizarão o objetivo econômico. Além desta, uma
camada de controle supervisória é usada para rastrear as
referências fornecidas pelo RTO, levando em consideração
as restrições e interações entre as diferentes malhas de
controle (Shamaki and Odloak, 2020). Esta camada, que
pode utilizar um Controlador Preditivo baseado em Mo-
delo (MPC), resolve um problema de otimização baseado
em um modelo dinâmico simplificado.

A desvantagem da abordagem hierárquica é que a comu-
nicação entre as camadas pode ser inconsistente, princi-
palmente devido à incompatibilidade de modelo entre o

RTO e o MPC. Isso é especialmente problemático em
um processo com medições muito afetadas pelo rúıdo,
comportamento instável (Eikrem et al., 2004), inversões
de sinal de ganho (Miyoshi et al., 2018), etc. Além disso,
o critério econômico do processo pode variar, seja devido
a flutuações de mercado (Rao, 2013) ou a variações nos
distúrbios ou nas restrições (Ferramosca et al., 2014).

Portanto, para aumentar a lucratividade, tem havido uma
tendência, pelo menos na literatura acadêmica, para uma
integração mais próxima do controle de processo e da oti-
mização econômica do mesmo. Para enfrentar alguns dos
desafios apresentados anteriormente, técnicas avançadas
como MPC econômico (EMPC) e MPC não linear econô-
mico (ENMPC) foram desenvolvidas. Observe entretanto
que o ENMPC requer a resolução de um problema de
otimização dinâmica não linear, o que para sistemas de
grande porte ainda é bastante problemática e não ade-
quada para aplicações em tempo real (Aguiar et al., 2015;
Codas et al., 2016).

Portanto, o presente trabalho propõe usar uma abordagem
econômica baseada no trabalho de Limon et al. (2013), que
adiciona uma aproximação da função de custo econômica
do RTO no MPC para integrar o controle do processo e
a otimização econômica. Além disso, escolhemos utilizar
um EMPC com modelo linear como forma de manter o
custo computacional adequado ao tempo de amostragem
do processo.
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Note que grande parte da literatura atual utiliza aborda-
gens de EMPC considerando que os estados do sistema es-
tão dispońıveis para medição, o que não é realista em uma
rede de produção offshore. De fato, a maioria dos MPCs
na indústria de gás e petróleo utilizam apenas dados de
entrada e sáıda (Campos et al., 2013; Plucenio et al., 2017).
Assim, qualquer modelo de espaço de estados mı́nimo que
represente tal processo terá estados indispońıveis ou sem
significado f́ısico.

Portanto, propomos um EMPC, doravante denominado
EMPC-Realinhado, que utiliza um modelo em espaço de
estados que necessita apenas de informações de entrada
e sáıda (modelo Realinhado). Consequentemente, não é
necessário projetar um observador de estados. Por fim,
também aplicamos o controlador proposto em uma con-
figuração realista. Assumimos medições de sáıda ruidosas
e também que os estados não estão dispońıveis para medi-
ção.

As principais contribuições deste artigo são: (i) propor uma
abordagem de MPC econômico sem utilizar informações
dos estados no modelo; (ii) propor um controlador que uti-
liza uma função econômica aproximada que não necessita
dos estados; (iii) propor um estimador estático simplificado
para os distúrbios; (iv) testar este controlador em um
cenário prático baseado em modelos dinâmicos dispońıveis
na literatura juntamente com distúrbios não medidos e
medições ruidosas.

O restante deste trabalho está estruturado da seguinte
forma: a próxima seção apresenta o modelo do poço de
produção usado neste artigo e o problema econômico
a ser resolvido. A seção 3 apresenta o estimador de
distúrbio desenvolvido e como aplicá-lo na prática. A
seguir, na seção 4, discutimos o controlador utilizado
e o modelo adaptado para o mesmo. Os resultados da
simulação e algumas discussões sobre nosso estudo de caso
são apresentados na seção 5. Finalmente, conclúımos o
trabalho na seção 6.

2. POÇO DE PETRÓLEO UTILIZANDO GAS-LIFT

Na produção de petróleo offshore, quando a pressão do
reservatório é alta, o fluido multifásico flui facilmente pelos
dutos até a superf́ıcie. À medida que o poço amadurece
durante sua vida útil, a pressão do reservatório diminui.
Para manter a produção em alta, técnicas de elevação
artificial podem ser aplicadas (Thomas, 2001).

Uma dessas técnicas é o gas-lift. A Figura 1 mostra a
estrutura geral do poço onde gás pressurizado é injetado
no fundo do tubo de produção para fornecer energia ao
fluido multifásico. Note que o método de elevação a gás é
uma tecnologia amplamente utilizada (Hari et al., 2022)
e é um método de elevação artificial muito importante no
Brasil (de Freitas Bezerra et al., 2020).

2.1 Modelo Matemático

O modelo matemático do poço de petróleo é baseado no
desenvolvido em Krishnamoorthy et al. (2019). Emprega
simples balanços de massa e cálculos intermediários de
pressão e vazão. Assim, o modelo é simples de usar em
aplicações de controle.

Figura 1. Poço de petróleo usando gas-lift.

As equações dinâmicas do poço são dadas por:

ṁga = wgl − wiv (1a)

ṁgt = wiv + wrg − wpg (1b)

ṁot = wro − wpo (1c)

onde mga é a massa de gás no anular do poço; mgt e
mot são as massas totais de gás e ĺıquido no tubo de
produção do poço; wgl é a vazão de injeção de gas lift;
wiv é a vazão de gás sendo injetada do anular para a
tubulação; wrg é a vazão de gás saindo do reservatório;
wro é a vazão de óleo saindo do reservatório; e wpg e wpo

são as vazões de gás e óleo produzidos no poço. As equações
algébricas utilizadas para os cálculos das vazões, pressões
e densidades do sistema são mostradas no Apêndice A.

2.2 O Problema Econômico

Conforme explanado anteriormente, este trabalho tem
como foco utilizar um EMPC simplificado para integrar o
RTO no MPC. Primeiramente, apresentamos o problema
econômico estacionário (problema RTO) usualmente utili-
zado para este modelo:

min
u

(
− $owto + $glwgl

)
(2a)

sujeito a

0 = f(x, u, d) (2b)

y = h(x, u, d) (2c)

umin ≤ u ≤ umax (2d)

ymin ≤ y ≤ ymax (2e)

onde p = [$o, $gl] são os parâmetros econômicos represen-
tando o preço do óleo e o custo da injeção de gás, x =
[mga, mgt, mot]

T ∈ Rn são os estados, u = [wgl] ∈ Rm a
entrada do sistema.

Neste trabalho, consideramos que a pressão do anular e a
pressão na cabeça do poço estão dispońıveis para medição
e são as sáıdas do processo (y = [pai, pwh] ∈ Rl). Ademais,
consideramos variações no valor da razão entre gás e óleo
do reservatório como distúrbio do processo (d = [GOR] ∈
Rnd). Consideramos que a planta tem n = 3 estados,
m = 1 entradas, l = 2 sáıdas, e nd = 1 distúrbios.
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Assim, nosso objetivo é maximizar a produção de óleo,
minimizando os custos de injeção de gás. Além disso, as
equações (2b-2c) representam o modelo estático a ser utili-
zado pelo otimizador. O conjunto de equações diferenciais
não lineares (1) é dado por f(x, u, d) e o mapeamento de
sáıda h(x, u, d) é linear em relação aos estados. As equações
(2e-2d) são restrições operacionais nas sáıdas e entradas.

Ademais, consideramos que temos acesso às vazões de gás
(wpg) e óleo (wpo) produzidos no poço. Entretanto, assu-
mimos que estas vazões estão dispońıveis apenas depois da
separação gás-óleo (processo a jusante do poço), que é um
processo demorado e portanto estas não estão dispońıveis
na mesma escala de tempo do nosso controlador. Note que
temos uma única variável manipulada (u = wgl), pois não
é posśıvel atuar na válvula de produção deste poço, visto
que ela não foi projetada para este fim e sua substituição
pode ser bastante cara (Simoes Neto and Secchi, 2017).

Assim, nota-se que o problema econômico depende expli-
citamente dos estados da planta. Na próxima subseção
simplificaremos este problema de forma a não utilizá-los.

2.3 Simplificação da Função Custo por Curvas Estáticas

Primeiramente, note que diferentes parâmetros e condições
operacionais afetam o sistema de forma diversa. Assim,
analisamos as curvas estáticas do sistema para verificar
a relação entre injeção de gás, GOR e produção de óleo.
A Figura 2a mostra a relação custo por injeção de gás
para diferentes GOR. Nota-se que o custo tende a diminuir
até certo ponto com o aumento de injeção de gás, mas
depois passa a crescer. A Figura 2b mostra o motivo disso.
Nota-se que a produção de petróleo primeiro aumenta
rapidamente e depois começa a cair. Isso ocorre pois a
queda de pressão hidrostática no tubo de produção não
consegue compensar o aumento da perda por atrito devido
ao aumento da massa de gás. Perceba também que o ponto
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Figura 2. Curvas estáticas para diferentes GOR.

vermelho na Figura 2a representa o ponto ótimo da função
custo, e este muda de posição para diferentes distúrbios.
Os pontos em ciano representam o local em que a produção
de óleo é máxima. Entretanto, como neste problema temos
valores de $o = 1 e $gl = 0.25, este ponto não é o ideal
pois há um gasto maior com elevação.

Por fim, é importante notar que cada par (wgl, GOR)
produz uma sáıda única. Assim, podemos representar a
curva estática do custo do sistema (Figura 2a) com uma
função Co = fc(u, d), onde Co é o custo e fc é um modelo
spline substituto (Grimstad et al., 2016) que só depende
das entradas e do distúrbio. O modelo de spline consiste
em polinômios de quarta ordem por partes, suaves o

suficiente (duas vezes diferenciáveis) para serem utilizados
para encontrar os pontos de operação ótimos para cada
cenário de perturbação.

Portanto, não precisamos dos estados do sistema e di-
minúımos a complexidade do problema de otimização. O
objetivo é facilitar a resolução do problema na camada de
supervisão.

O próximo passo é empregar a função econômica simpli-
ficada fe dentro do MPC para aproximar a camada RTO
da camada supervisória. Para tanto, é necessário estimar
o valor do GOR, e é isto que faremos na próxima seção.

3. DESENVOLVIMENTO DO ESTIMADOR DA
RAZÃO GÁS-ÓLEO NO RESERVATÓRIO

Para um controle eficiente é importante que saibamos o
que está acontecendo no reservatório. Segundo Foss et al.
(2018), a dinâmica do reservatório é significativamente
mais lenta do que o restante do sistema. Portanto, para
este trabalho, para estimar o distúrbio utilizaremos um
modelo estático que relaciona as vazões de gás e ĺıquido
que entram e saem do poço, dado por:

wpg = wgl + wrg

wpo = wro
(3)

Além disso, podemos tirar vantagem do fato que as vari-
ações do reservatório são lentas para utilizarmos as medi-
ções de vazões (wpo, wpg) na sáıda do separador e construir
o estimador apresentado na Figura 3. Note que em uma
situação real o MPC não receberia o valor do distúrbio
atualizado em todas as amostragens. Entretanto, essa atu-
alização seria em escala de tempo menor do que o RTO.

Figura 3. Diagrama de blocos do estimador de GOR.

O estimador em malha fechada da Figura 3 utiliza as equa-
ções do modelo do sistema, aplicando a Equação (A.1f)
no sistema (3), para estimar a vazão de gás produzido,
resultado em:

ŵpg = wgl + ( ˆGOR · wpo) (4)

onde ŵpg é a estimação da vazão de gás produzido e ˆGOR
é a estimação de GOR.

O valor estimado é comparado com o valor medido na
sáıda do separador e o erro de estimação alimenta um
controlador PI discreto com valor de ganho proporcional de
Kp = 5e−3 e tempo integrativo de Ti = 5. Este PI conserta

o erro de estimação ee = wpg − ŵpg alterando ˆGOR. O
controle PI para estimação é lento, pois as variações em
GOR são lentas.

De posse deste último valor, podemos mostrar como cons-
trúımos o MPC utilizado neste artigo.
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4. EMPC SIMPLIFICADO COM BASE NA
ADAPTAÇÃO DE GRADIENTE

Nesta seção apresentamos o controlador que integra a
camada econômica e de controle supervisório, mas antes
apresentamos a forma do modelo linear a ser utilizado pelo
MPC.

4.1 Representação em Espaço de Estados Realinhado

O modelo em espaço de estados realinhado utilizado aqui
é uma representação que necessita apenas de dados de en-
trada/sáıda. Para simplificação da explanação, considera-
se que o sistema não possui atrasos e não consideramos
explicitamente o modelo do distúrbio. Assim, considere um
modelo por equações à diferenças

y(k) +
na∑
i=1

Ai y(k − i) =
nb∑
i=1

Bi u(k − i) (5)

onde y e u continuam sendo as sáıdas e entradas do
sistema; na é o número de polos do sistema; e nb o número
de zeros. Note que o modelo realinhado, e suas variações
já se provaram eficazes conforme Taylor et al. (2000),
Maciejowski (2002).

A partir de (5) pode-se escrever as matrizes em espaço de
estado do sistema como sendo

A =



−A1 · · · −Ana−1 −Ana B2 · · · Bnb−1 Bnb

Il · · · 0l 0l 0l×m · · · 0l×m 0l×m

0l · · · 0l 0l 0l×m · · · 0l×m 0l×m

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0l · · · Il 0l 0l×m · · · 0l×m 0l×m

0m×l · · · 0m×l 0m×l 0m · · · 0m 0m
0m×l · · · 0m×l 0m×l Im · · · 0m 0m
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
0m×l · · · 0m×l 0m×l 0m · · · Im 0m


(6)

B =
[
BT

1 0Tl×m · · · 0Tl×m ITm 0Tm · · · 0Tm
]T

(7)

C = [ Il 0l · · · 0l 0l×m 0l×m · · · 0l×m ] (8)

com
xr = [xy, xu]

xy = [y(k)T y(k − 1)T ... y(k − na+ 1)T ]T

xu = [u(k − 1)T u(k − 2)T ... u(k − nb+ 1)T ]T

sendo xr os novos estados do modelo realinhado, xy os
estados relacionados com as sáıdas do sistema e xu os
estados relacionados com as entradas do sistema.

O modelo realinhado a ser usado pelo EMPC assume a
forma de um sistema discreto, linear e invariante no tempo
descrito por:

xr(k + 1) = Axr(k) +Bu(k), y(k) = Cxr(k) (9)

4.2 Estratégia baseada em gradiente para EMPC

Neste artigo, adotamos a abordagem de controle de ca-
mada única proposta em Limon et al. (2013), que aproxima
o custo fc por uma aproximação baseada em gradiente.

Para isso, o custo fc e as funções de restrição devem ser
convexos e a solução ótima para o problema RTO deve ser

única e estacionária. Além disso, a função modelo f deve
ser diferenciável e seus gradientes em relação aos estados
e entradas são cont́ınuos de Lipschitz.

Foram realizadas simulações para testar estas condições
no sistema sob estudo tendo como ponto de partida os
trabalhos de Matias and Jäschke (2019); Jahanshahi et al.
(2020). Portanto, consideramos que todas as condições
exigidas são válidas sem realizar uma análise matemática
profunda.

Assim, podemos considerar que um ponto viável adequado
(xe, ue) está dispońıvel para calcular uma aproximação de
fc tal como Alamo et al. (2014)

fc(u, d, p) ≤fc (ue, d, p) +∇ufc (ue, d, p)
T
(u− ue)+

ρu
2

∥u− ue∥2

(10)
onde ρu é uma constante de Lipschitz (Vergara-Dietrich
et al., 2020).

Portanto, podemos montar uma função custo para o MPC
de rastreamento adicionando uma parte econômica (Fer-
ramosca et al., 2014)

ĴN

(
xr, d̂, p, u

)
=

N−1∑
j=0

(
∥xr(j)− xr(N − 1)∥2Q +

∥u(j)− u(N − 1)∥2R
)
+ fc

(
ue, d̂, p

)
+

∇ufc

(
ue, d̂, p

)T

[u(N − 1)− ue] +

ρu
2

∥u(N − 1)− ue∥2

(11)
onde Q e R são matrizes de ponderação apropriadas, N é

o horizonte, e d̂ é o distúrbio estimado.

Portanto, o problema de otimização a ser resolvido pelo
MPC de uma camada é

min
u,xs,us

ĴN

(
xr, d̂, p, u, xs, us

)
(12a)

sujeito a

xr(0) = xr(k) (12b)

xr(j + 1) = A · xr(j) +B · u(j) ∀j ∈ I0:N−1 (12c)

xr(N) = xr(N − 1) (12d)

umin ≤ u ≤ umax (12e)

ymin ≤ y ≤ ymax (12f)

Observe que a referência para o termo de rastreamento do
MPC é simplesmente qualquer ponto de equiĺıbrio viável
no final do horizonte. Assim, a restrição terminal (12d) é
relaxada para evitar problemas de factibilidade conforme
discutido em Limon et al. (2008). Além disso, conforme
sugerido em Vergara-Dietrich et al. (2020), o algoritmo
de controle é inspirado pelo método de otimização de
Newton: a aproximação do ponto de controle adequado ue

em k + 1 é o controle terminal ótimo do último problema

de otimização
∗
u(N − 1) no instante k.

Conforme discutido por Limon et al. (2013), se d̂ é variável
no tempo, sua evolução deve ser lenta o suficiente para
evitar uma posśıvel perda de factibilidade. Este é o caso
no problema deste trabalho.
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Como esperamos medições ruidosas, também implemen-
tamos um filtro simples de primeira ordem nas sáıdas do
sistema. Assim, temos que yfiltro(k) = α yfiltro(k − 1) +
(1− α) y(k), com α = 0.9.

Nota 1. Como desconhecemos as caracteŕısticas do reser-
vatório e temos poucas variáveis para medição, não inclúı-
mos o distúrbio no modelo. Ou seja, um erro causado pela
discrepância modelo planta é esperado.

Nota 2. O trabalho original considera que um alvo ade-
quado z é escolhido para calcular a aproximação de da
função econômica. Esse alvo deve ser uma solução fact́ıvel
do RTO, ou seja, ymin ≤ z ≤ ymax. Neste trabalho,
aproximamos o custo utilizando informações das entradas
(escolhendo um ue adequado) e não das sáıdas.

A próxima seção mostra os resultados do controlador
proposto.

5. RESULTADOS

Nesta seção, validamos a estratégia proposta na rede apre-
sentada na Seção 4. Para simular as Equações Ordinárias,
utilizamos o Matlab. Os problemas de otimização foram
resolvidos usando o opti stack (Andersson et al., 2019)
do CasADi como parser e o Ipopt (Wächter and Biegler,
2006) como solver.

A simulação dura vinte e uma horas e é perturbada duas
vezes. O sistema é iniciado em estado estacionário. No
tempo t = 10 h, o GOR do poço muda lentamente de
0.1 para 0.11. Ademais, no tempo t = 20.5 h ocorre a
perturbação final com GOR variando lentamente rumo ao
valor de 0.12.

Primeiramente, como tempo de assentamento do sistema
em malha aberta é aproximadamente de 1 hora, esco-
lhemos N = 60 com um tempo de amostragem de 60
segundos. Consideramos as matrizes de rastreamento R =
6e−6I1, Q = 6e−6I2, onde In representa a matriz identi-
dade de dimensão n, e ρu = 50. A vazão de gas-lift deve
ser mantida entre 0.1 kg/s e 8 kg/s (0.1 ≤ wgl ≤ 8). As
matrizes Q e R recebem valores pequenos como forma de
manter a parte econômica da função custo relevante.

O primeiro subplot da Figura 4 mostra as estimativas do
GOR em comparação com os valores reais. As medições do
sistema estão sempre sujeitas a um rúıdo aleatório gaus-
siano branco de amplitude ±1. Observe que o estimador
proposto na seção 3 é capaz de estimar o distúrbio mesmo
quando este muda. Com esses resultados, o estimador pode
atualizar o controlador com dados confiáveis.

O segundo subplot da Figura 4 mostra a resposta da
malha fechada do controlador comparada com o ótimo.
Primeiramente, nota-se que o filtro funciona de maneira
relativamente adequada visto que os rúıdos quase não são
percebidos no sistema de controle. Ademais, nota se que
mesmo sem informações relacionadas com os estados do
sistema, e mesmo sem as referências passadas pelo RTO,
o controle ainda leva o sistema rumo ao ponto ótimo.
Observe que na parte final da simulação, não é posśıvel
alcançar o ponto ótimo, ou seja, temos uma pequena
perda em estado estacionário. Isso se deve principalmente
ao fato de estarmos utilizando um modelo linear sem
representação do distúrbio.
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Figura 4. Resposta em malha fechada do estimador e do
controle.

Note que variações no GOR afetam a função econômica do
problema, o que acarreta uma reação do controlador. A Fi-
gura 5 mostra que o custo do sistema sujeito ao controlador
proposto sempre fica rente ao custo estacionário esperado.
Também podemos observar que a perda econômica devido
ao erro de modelo é mı́nima nessa situação.
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Figura 5. Comparação do custo ótimo e custo do sistema
em malha fechada.

6. CONCLUSÃO

O EMPC proposto foi capaz de conduzir o processo rumo
à condição ótima de operação mesmo sem informações dos
estados do sistema, sempre cumprindo com as restrições.
Para tanto, atualizamos o MPC com estimações do distúr-
bio do sistema e o alimentamos apenas com dados de en-
trada/sáıda. A função econômica estática é aproximada de
forma a achar o custo ótimo de posse apenas das entradas
e distúrbios. Neste trabalho, investigamos a eficácia dessa
técnica em um cenário considerando distúrbios e rúıdos
de medição. Os resultados mostram que o EMPC parece
ser adequado para este tipo de planta. Trabalhos futuros
incluem comparar o controlador com outros dispońıveis na
literatura, melhorar sua sintonia, considerar o distúrbio no
modelo do mesmo e verificar a aplicabilidade do estimador
de distúrbios quando existirem vários poços alimentando
o separador.
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Apêndice A. EQUAÇÕES ALGÉBRICAS DO POÇO

As vazões mássicas são calculadas por:

wiv = Civ

√
ρamax(0; pa − pwi) (A.1a)

wpc = Cpc

√
ρwmax(0; pwh − ps) (A.1b)

wpg =
mgt

mgt+mot
wpc (A.1c)

wpo =
mot

mgt+mot
wpc (A.1d)

wro = PI × (pr − pbh) (A.1e)
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wrg = GOR× (wro) (A.1f)

onde Civ e Cpc são os coeficientes das válvulas de injeção
e de produção, respectivamente. ρa é a densidade do gás
no anular e ρw é a densidade da mistura de fluidos na
tubulação. pa é a pressão anular, pwi é a pressão no ponto
de injeção do gas lift, pwh é a pressão na cabeça do poço,
ps é a pressão do separador, pr é a pressão do reservatório
e pbh é a pressão do fundo do poço. GOR é a relação
gás/óleo do reservatório e PI é o ı́ndice de produtividade
do reservatório.

A densidade do gás no anular e da mistura no tubo de
produção são dadas por:

ρa =
paMw

RTa
, ρw =

mgt +mot − ρoAbhLbh

LwAw
(A.2)

onde Mw é o peso molecular do gás, R é a constante do
gás, Ta é a temperatura no anular e ρo é a densidade do
óleo no reservatório. Lbh e Abh são o comprimento e a área
da seção transversal do poço abaixo do ponto de injeção.
Lw e Aw são o comprimento e a área da seção transversal
do poço acima do ponto de injeção.

As pressões são calculadas por:

pa =
( RTa

MwVa
+

gLa

Va

)
mga (A.3a)

pwh =
RTw

Mw

( mgt

LwAw + LbhAbh − mot

ρo

)
(A.3b)

pwi = pwh +
g

AwLw
(mot +mgt − ρoLbhAbh)Hw +∆fric,t

(A.3c)
pbh = pwi + ρLgLbh (A.3d)

onde La e Aa são o comprimento e a área da seção
transversal do anular, Hbh e Hw são a altura vertical da
tubulação do poço abaixo e acima do ponto de injeção. Tw

é a temperatura no poço e g é a constante de gravidade.
∆fric,t está relacionado com a queda de pressão por atrito
no modelo, e é dado por:

∆fric,t =
128µoilLwwpc

πD4
w(mgt +mot)pwhMwρo

(motpwhMw+ρoRTwmgt)

(A.4)

onde µoil é a viscosidade do óleo e Dw é o diâmetro
da tubulação. A equação (A.4) é baseada na equação de
Darcy-Weisbach para regime de fluxo laminar.
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