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Abstract: This paper addresses the multivariable PID control design for linear systems in the
state-space representation. The proposed design condition can be applied to multiple-input and
multiple-output systems and does not require a state-space realization in any specific canonical
form. In particular, the condition proposed in the form of linear matrix inequalities ensures the
D-stability of the closed-loop system. It can be solved without resorting to iterative procedures.
The condition is evaluated numerically and experimentally. The numerical simulations illustrate
the advantages of the proposed approach, including the conservativeness reduction compared
with related works. In the experimental evaluation, the PID controller was designed to stabilize
the pitch angle dynamics of a twin-rotor system.

Resumo: Este trabalho aborda o problema de projeto de controladores PID multivariáveis para
sistemas lineares na forma de espaço de estados. A condição de projeto proposta pode ser
aplicada para sistemas com múltiplas entradas e múltiplas sáıdas e não requer que a estrutura
das matrizes esteja em alguma forma canônica espećıfica. Em particular, a condição proposta
na forma de desigualdades matriciais lineares garante a D-estabilidade do sistema em malha
fechada e não requer procedimentos iterativos para sua solução. A condição é avaliada tanto
numericamente quanto experimentalmente. As vantagens da condição proposta são ilustradas
nos exemplos numéricos, inclusive em termos de redução de conservadorismo em comparação
com abordagens relacionadas. Na avaliação experimental, o controlador PID foi projetado para
estabilizar a dinâmica do ângulo de arfagem de um sistema de rotor duplo.

Keywords: PID control; Linear multivariable systems; Convex optimization; Asymptotic
stabilization; Lyapunov methods.
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1. INTRODUÇÃO

Um dos controladores mais utilizados em aplicações in-
dustriais é o controlador Proporcional-Integral-Derivativo
(PID). De acordo com O’dwyer (2009), estima-se que mais
de 95% das aplicações de controle de processos consideram
esquemas de controle do tipo PID. Apesar da popularidade
dos controladores PID, mesmo para sistemas simples de
uma entrada e uma sáıda (SISO), o projeto desses contro-
ladores pode não ser uma tarefa simples. De fato, diversos
procedimentos de sintonia de controladores PID foram
propostos, como as regras de ajuste de Ziegler e Nichols e
o método do modelo interno (Åström & Hägglund, 2006).
Entretanto, essas técnicas são propostas assumindo que a
planta possa ser modelada por funções de transferência
espećıficas. Além dessas técnicas, há também técnicas de
sintonia automática, como o método do relé (Åström &

⋆ Este trabalho foi financiado pelo CNPq (164692/2020-7).

Hägglund, 2006), que são menos dependentes do conhe-
cimento de um modelo prévio da planta. No entanto, as
técnicas mencionadas normalmente não costumam con-
siderar explicitamente especificações de desempenho em
malha fechada no projeto. Com isso, uma etapa de sintonia
fina dos ganhos é normalmente realizada após a etapa de
sintonia anterior. Além disso, as técnicas mencionadas são
propostas para sistemas SISO.

Mesmo que sistemas de múltiplas entradas e múltiplas
sáıdas (MIMO) possam ser controlados por múltiplos con-
troladores PID SISO (Wang et al., 2007), os laços SISO
de desacoplamento devem ser selecionados de maneira
cautelosa e os controladores PID SISO devem ser ajus-
tados corretamente (Boyd et al., 2016), o que pode não
ser simples em plantas com dinâmica altamente acoplada.
Como alternativa ao uso de múltiplos laços de controla-
dores PID SISO, pode-se considerar controladores PID
MIMO. Uma das vantagens dessa estrutura é que todos
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os sensores e atuadores dispońıveis podem ser utilizados,
de modo que o desempenho do sistema em malha fechada
seja aprimorado, mesmo em plantas que exibem dinâmica
altamente acoplada. Entretanto, diferente do projeto de
controladores PID SISO, o projeto de controladores PID
MIMO ainda é um tópico em aberto.

O projeto de controladores PID MIMO pode ser reali-
zado por técnicas no domı́nio da frequência (Saeki, 2006;
Boyd et al., 2016; Feng et al., 2022) ou no domı́nio do
tempo (Zheng et al., 2002; Lin et al., 2004; Veselỳ & Ilka,
2017; Carvalho & Rodrigues, 2019; Ortiz et al., 2020).
Em Saeki (2006); Boyd et al. (2016), o projeto é re-
alizado formulando desigualdades matriciais quadráticas
não-convexas por especificações no domı́nio da frequência.
Para solução, adota-se um procedimento iterativo base-
ado em desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglês
Linear Matrix Inequalities) para aproximar a solução das
desigualdades matriciais quadráticas. Outra forma de re-
alizar o projeto do controlador PID MIMO é formular o
problema como um projeto de controle por realimentação
estática de sáıda (SOF, do inglês Static Output Feedback).
Esta última abordagem foi adotada nos demais trabalhos
citados anteriormente (Zheng et al., 2002; Lin et al., 2004;
Veselỳ & Ilka, 2017; Carvalho & Rodrigues, 2019; Ortiz
et al., 2020; Feng et al., 2022).

Entretanto, a śıntese de controladores por SOF baseia-se
em um problema não-convexo na forma de desigualda-
des matriciais bilineares (BMIs), que é geralmente NP-
dif́ıcil (Sadabadi & Peaucelle, 2016). Assim, algoritmos
iterativos baseados em LMIs ou procedimentos de dois
estágios são frequentemente empregados para resolver o
problema. No contexto de projeto de controladores PID
MIMO, essas estratégias são adotadas em (Zheng et al.,
2002; Lin et al., 2004; Carvalho & Rodrigues, 2019; Ortiz
et al., 2020; Feng et al., 2022). Outra estratégia, adotada
por Veselỳ & Ilka (2017), consiste em obter condições
suficientes na forma de quase-LMIs, ou seja, condições que
tornam-se LMIs fixando parâmetros (normalmente escala-
res). Um procedimento baseado em condições suficientes
na forma de quase-LMIs também foi utilizado por Wang
et al. (2007) para projetar controladores PID MIMO de-
centralizados, que correspondem a um caso particular com
estrutura de ganho diagonal no controlador PID MIMO.

Este trabalho aborda o problema de projeto de controlado-
res PID MIMO para sistemas lineares na forma de espaço
de estados. A condição, proposta na forma de quase-LMIs,
garante a D-estabilidade do sistema em malha fechada,
ou seja, os polos são alocados em uma região no plano
complexo para garantir especificações mı́nimas de tempo
de acomodação e máxima ultrapassagem percentual (Chi-
lali et al., 1999). Uma vantagem da condição proposta em
relação às outras técnicas da literatura está na flexibilidade
de obter um conjunto de soluções fact́ıveis que garantem
a D-estabilidade, mas com diferentes desempenhos. Essa
caracteŕıstica pode ser explorada pelo projetista para se-
lecionar uma solução que seja mais adequada ao sistema.
Além disso, quando comparada com abordagens relaciona-
das, a condição proposta mostrou-se menos conservadora.
A condição é aplicada em dois exemplos numéricos, in-
cluindo o controle de uma aeronave, e experimentalmente
ao controle da dinâmica de arfagem do sistema rotor duplo
(Twin Rotor MIMO System – TRMS) (Feedback, 2006).

Este trabalho estrutura-se da seguinte maneira. A formu-
lação do problema é apresentada na Seção 2. O resultado
principal deste trabalho é apresentado na Seção 3, uma
nova condição de projeto de controladores PID MIMO. Os
resultados numéricos e experimental são apresentados na
Seção 4. Conclusões são apresentadas na Seção 5.

Notação: A matriz identidade de ordem n é denotada
por In e a matriz nula de ordem arbitrária por 0. Dadas
matrizes A ∈ Rm×n e B ∈ Rp×q, A⊗B ∈ Rpm×qn denota o
produto de Kronecker entre as matrizes A e B, A⊤ denota
a transposta da matriz A, A−1 denota a inversa da matriz
A. Para uma matriz simétrica X, X > 0(< 0) indica que
X é positiva (negativa) definida.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere a configuração do sistema em malha fechada
com o PID MIMO ilustrada na Figura 1.

ẋp = Apx+Bpu

yp = Cpx
+

Kp

Kd

1

s

d
dt

Planta

Ki

Controlador PID

u yp

Figura 1. Sistema em malha fechada com o PID MIMO.

Neste trabalho, a planta é um sistema linear invariante no
tempo descrito em espaço de estados como

ẋp(t) = Apxp(t) +Bpu(t) (1)

yp(t) = Cpxp(t), (2)

onde xp ∈ Rnp é o vetor de estados da planta, u ∈ Rm é o
vetor de entradas de controle e yp ∈ Rp é o vetor de sáıdas
da planta.

Para estabilizar o sistema (1), considere um controlador
PID MIMO dado por

u(t) = Kpyp(t) +Ki

∫ t

0

yp(τ)dτ +Kdẏp(t), (3)

ondeKp,Ki,Kd ∈ Rm×p são, respectivamente, as matrizes
de ganhos proporcional, integral e derivativo a serem
projetadas.

Seja x = [x⊤
p z⊤]⊤ ∈ Rn um vetor aumentado de ordem

n = np + p, onde

z(t) =

∫ t

0

yp(s)ds. (4)

A dinâmica de x, obtida a partir de (1)–(4), pode ser
escrita como:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

u(t) = Ky(t)

y(t) = Cx(t)

(5)

onde y ∈ Rq é o vetor de sáıdas com dimensão q = 3p e as
matrizes do sistema são dadas por
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A =

[
Ap 0
Cp 0

]
, B =

[
Bp
0

]
, C =

[
Cp 0
0 I

CpAp 0

]
, (6)

K = [K1 K2 K3] , (7)

[K1 K2 K3] = (Im −KdCpBp)
−1 [Kp Ki Kd] . (8)

Maiores detalhes sobre a invertibilidade da matriz (Im −
KdCpBp) podem ser encontrados em Zheng et al. (2002).
Trivialmente, a inversa existe sempre que CpBp = 0.

Assim, a dinâmica em malha fechada é dada por

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) = Aclx(t). (9)

Para garantir especificações de desempenho como tempo
de acomodação e máximo sobressinal percentual, por
exemplo, deve-se projetar a matrizK de modo que os polos
do sistema em malha fechada (9), ou, equivalentemente, os
autovalores da matriz Acl, estejam em uma certa região do
plano complexo. Para isso, será considerado o conceito de
D-estabilidade conforme a definição a seguir.

Definição 1. (D-estabilidade (Chilali et al., 1999)). Um sis-
tema LTI autônomo é dito D-estável se todos os seus polos
pertencem a um conjunto D ⊂ C.

Neste trabalho, a região do plano complexo considerada
para garantir a D-estabilidade do sistema em malha fe-
chada (9) é a seguinte:

S(α, θ) = {σ + jω ∈ C : σ < −α, tan(θ)σ < −|ω|}. (10)

Essa região pode ser vista como a intersecção de uma
região de α-estabilidade, ou seja, Re(s) ≤ −α, e um
setor cônico S(0, θ), conforme ilustrado na Figura 2. Sendo
assim, se os polos do sistema em malha fechada (9)
pertencem a S(α, θ), garante-se uma taxa de decaimento
mı́nima de α e um coeficiente de amortecimento mı́nimo
de ζ = cos(θ).

α

θ

σ

jω
S(α, θ)

Figura 2. Representação da região S(α, θ).

O lema a seguir fornece condições para que o sistema em
malha fechada (9) seja D-estável com relação à região
S(α, θ).
Lema 2. Se existir uma matriz simétrica e positiva defi-
nida X ∈ Rn×n e uma matriz K ∈ Rm×q tal que

AclX +XA⊤
cl + 2αX < 0 (11)

(W ⊗Acl) (I2 ⊗X) + (I2 ⊗X) (W ⊗Acl)
⊤
< 0, (12)

onde Acl está definida em (9) e

W =

[
sin(θ) cos(θ)

− cos(θ) sin(θ)

]
, (13)

então o sistema em malha fechada (9) é D-estável com
relação à região S(α, θ).

Demonstração. A demonstração segue da aplicação do
Teorema 2.2 de Chilali et al. (1999).

3. UMA NOVA CONDIÇÃO DE PROJETO DE
CONTROLADORES PID

Apesar do Lema 2 fornecer condições para que o sistema
em malha fechada seja D-estável com relação a S(α, θ), as
condições fornecidas não são lineares, já que apresentam
produtos das variáveis de decisão em X e em K. O
principal resultado proposto, apresentado a seguir, oferece
uma alternativa para realizar o projeto de K via condições
na forma de LMIs.

Teorema 3. Seja ϵ um escalar real positivo dado. Se existir
uma matriz simétrica e positiva definida X ∈ Rn×n e
matrizes L ∈ Rm×q e Z ∈ Rq×q tais que

Θ1(ϵ) + Θ⊤
1 (ϵ) < 0 (14)

Θ2(ϵ) + Θ⊤
2 (ϵ) < 0, (15)

Ip + CpBpK3 + (CpBpK3)
⊤ > 0, (16)

onde

Θ1(ϵ) =

[
AX +BLC + αX ϵBL

CX − ZC −ϵZ

]
(17)

Θ2(ϵ) =

[
W⊗(AX +BLC) ϵW⊗BL
W⊗(CX − ZC) −ϵW⊗Z

]
, (18)

então o sistema em malha fechada (9) com o ganho dado
por K = LZ−1 é D-estável com relação à região S(α, θ)
em (10). Além disso, os ganhos do controlador PID são
dados por

Kd = K3(Ip + CpBpK3)
−1 (19)

Ki = (Im −KdCpBp)K2 (20)

Kp = (Im −KdCpBp)K1. (21)

Demonstração. Assuma que as condições em (14), (15)
e (16) são satisfeitas. Pelas condições, tem-se que Z +
Z⊤ > 0, que garante a invertibilidade de Z. Assim, similar
a Nguyen et al. (2018), multiplicando (14) à esquerda por
B1 =

[
In BLZ−1

]
e B⊤

1 à direita, resulta em

(A+BLZ−1C)X +X(A+BLZ−1C)⊤ + 2αX < 0. (22)

Realizando as substituições K = LZ−1 e Acl = A+BKC,
a desigualdade em (22) garante que (11) é satisfeita.

Ao multiplicar (15) por B2 =
[
I2⊗In I2⊗BLZ−1

]
à

esquerda e por B⊤
2 à direita, tem-se que

W ⊗ (A+BLZ−1C)X +W⊤ ⊗ [(A+BLZ−1C)X]⊤ < 0.
(23)

Realizando as substituições K = LZ−1 e Acl = A+BKC,
e observando que

W ⊗AclX = (W ⊗Acl)(I2 ⊗X),

a desigualdade em (23) garante que (12) é satisfeita.
Portanto, segue do Lema 2 que o sistema em malha
fechada (9) é D-estável em relação à região S(α, θ). Como
o ganho K projetado pode ser escrito como em (7), segue
de (16) que a inversa de Ip + CpBpK3 existe e os ganhos
do controlador PID podem ser obtidos de (19), (20) e (21).
Isso conclui a demonstração.

4. RESULTADOS NUMÉRICOS E EXPERIMENTAL

Nesta seção são apresentadas comparações do método
proposto com outras técnicas de projeto de controladores
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PID para sistemas na forma de espaço de estados e
uma aplicação experimental para controle da dinâmica de
arfagem de um sistema de rotor duplo.

4.1 Ilustrando a redução do conservadorismo

Considere a planta em espaço de estados (1) com as
seguintes matrizes:

Ap =

[−3, 74 10, 34 −6, 74
6, 95 4, 20 −10, 95
8, 78 6, 01 −2, 68

]
, Bp =

[
0
0
1

]
, Cp = [1 0 0] .

(24)

Note que este sistema é instável em malha aberta, já
que a matriz Ap possui um par de autovalores complexos
conjugados em 3, 7103±j9, 6931. Neste caso, a abordagem
proposta por Boyd et al. (2016) não pode ser aplicada,
já que a estabilidade da planta é uma das hipóteses
requeridas. Além disso, as condições propostas por Zheng
et al. (2002) e Carvalho & Rodrigues (2019) não foram
fact́ıveis para o sistema dado por (24). No entanto, a
condição proposta no Teorema 3 foi testada para 100
valores de ϵ tomados em um intervalo logaŕıtmico entre
10−5 e 105 considerando α = 1 e θ = π/2 (apenas a
restrição de tempo de acomodação foi inclúıda). Como
resultado, foram obtidas 46 soluções fact́ıveis de valores
sequenciais entre 10−5 e 0, 3511. Para cada uma das
soluções obtidas, computou-se os autovalores da matriz
Acl = A + BKC, os quais estão ilustrados no plano
complexo da Figura 3.

Figura 3. Autovalores das 46 soluções obtidas com diferen-
tes valores de ϵ – Exemplo 1.

Pelo resultado apresentado, pode-se notar que a busca
sobre o escalar ϵ pode fornecer soluções que levam a
diferentes alocações de polos do sistema em malha fechada,
mas todas dentro da região de D-estabilidade definida.
Essa caracteŕıstica pode ser explorada pelo projetista
para selecionar uma solução que leve a um desempenho
em malha fechada mais apropriado para o sistema. Por
exemplo, considere a solução obtida para ϵ = 2, 0565 ·
10−4, que retorna as seguintes matrizes de ganhos do
controlador PID: [Kp Ki Kd] = [39.2309 61.1352 2.4559].
Para ilustrar o efeito de considerar a restrição imposta pela
região cônica em S(α, θ) (ver (10)), buscou-se pelo menor

valor de θ para o qual a solução se manteve fact́ıvel com
α = 1 e ϵ = 2, 0565·10−4. Neste caso, obteve-se θ = 1, 0718.

Para a condição inicial x(0) = [1−1−1, 5]⊤, as trajetórias
do sistema em malha fechada com os controladores PID
projetados para os diferentes valores de θ são apresentadas
na Figura 4, onde pode-se observar claramente a conver-
gência dos estados da planta e uma redução da oscilação
no segundo caso com menor valor de θ.

Figura 4. Trajetórias do sistema em malha fechada com
o controlador PID projetado com ϵ = 0, 2205 –
Exemplo 1.

4.2 Controle MIMO da dinâmica longitudinal de uma
aeronave

Considere a realização em espaço de estados da dinâmica
longitudinal de uma aeronave a 25000 pés e 0.9 Mach
descrita por Zheng et al. (2002):

Ap =

[
A1
p A2

p

A3
p A4

p

]
, Bp =

[
04,2
30I2

]
, Cp =

[
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

]
,

onde

A1
p =

[−0, 0266 −36, 6170 −18, 8970 −32, 09
0, 0001 −1, 8997 0, 9831 −0, 0007
0, 0123 11, 7200 −2, 6316 0, 0009

]

A2
p =

[
3, 2509 −0, 7626
−0, 1708 −0, 0050
−31, 6040 22, 3960

]
, A3

p =

[
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

]
,

A4
p =

[
0 0

−30 0
0 −30

]
.

As variáveis de entrada deste sistema são os atuadores para
elevon e canard e as variáveis de sáıda são os ângulos de
ataque e de atitude da aeronave. Note que este sistema é
instável em malha aberta, uma vez que a matriz Ap possui
um par de polos complexos conjugados com parte real
positiva em 0, 6899 ± j0, 2484. Neste exemplo, buscou-se
pelo menor valor de θ e o máximo valor de α para o qual
a condição no Teorema 3 se manteve fact́ıvel. Para isso,
a condição foi resolvida para 100 valores de ϵ tomados
em um intervalo logaŕıtmico entre 10−5 e 105. Como
resultado, obteve-se uma solução fact́ıvel para α = 0, 0248
e θ = 1, 418 com ϵ = 0, 0085. Note que essas restrições
impostas pela região LMI S(α, θ) não são consideradas
em Zheng et al. (2002); Carvalho & Rodrigues (2019), que

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XVI Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente e X Simpósio Brasileiro de Sistemas de Elétricos, 17 a 18 de outubro de 2023 

ISSN: 2175-8905 / 2177-6164 0436 DOI: 10.20906/SBAI-SBSE-2023/3839



também estudam este sistema. Os ganhos obtidos estão
apresentados abaixo:

Kp =

[
−0, 7307 −1, 2698
−4, 1721 −7, 3099

]
,Ki =

[
7, 2175 3, 7354
3, 3911 1, 4790

]
,

Kd =

[
−0, 0229 −1, 7682
−0, 5058 −8, 1029

]
.

Para a condição inicial x(0) = [0 0,5 0 −0,1 0 0]⊤, as
sáıdas do sistema em malha fechada com o controlador
PID projetado são apresentadas na Figura 5.

Figura 5. Trajetórias do sistema em malha fechada com o
controlador PID projetado – Exemplo 2.

4.3 Controle em tempo real do ângulo de arfagem do
TRMS

O TRMS do fabricante Feedback (2006) é um sistema
eletromecânico constitúıdo por dois rotores acoplados a
uma haste junto com um contra-peso, conforme ilustrado
na Figura 6. A unidade elétrica é constitúıda por uma
placa de aquisição de dados e um PC. As medições dos
ângulos de arfagem e guinada são realizadas por encoders
digitais. Esses sinais são transmitidos ao PC pela placa de
aquisição de dados e os sinais de controle, calculados no
PC em ambiente Matlab/Simulink, são enviados ao TRMS
como sinais de tensão entre −2.5 V e +2.5 V com tempo
de amostragem de 0.1 s. As tensões aplicadas aos terminais
dos motores produzem a rotação nos rotores, alterando as
posições e velocidades angulares das hastes.

controle

medida

guinada

arfagem

Figura 6. Ilustração do TRMS. Fonte: Adaptado de Feed-
back (2006).

Este trabalho considerou o problema de controle do ângulo
de arfagem do TRMS, cuja dinâmica em espaço de estados
é dada por (Feedback, 2006):

ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

I1

(
a1x

2
3 + b1x3 −Mg sen (x1)− fψ(x2)

)
ẋ3 = −T10

T11
x3 +

k1
T11

u

(25)

onde x1 é o ângulo de arfagem, em rad, x2 é a velocidade
angular, em rad/s, x3 é o torque do motor CC que aciona
a hélice do TRMS, dado em N.m, u é a tensão aplicada ao
motor CC, em volts, e fψ(x2) = B1ψx2+B2ψ sign (x2) é a
função do momento de fricção. Os parâmetros do sistema
e seus valores considerados para obter o modelo estão
descritos na Tabela 1.

Tabela 1. Parâmetros do TRMS.

Parâmetro Valor

I1 - momento de inércia do rotor vertical 6, 8 · 10−2 kg.m2

a1 - parâmetro da caracteŕıstica estática 0, 0135
b1 - parâmetro da caracteŕıstica estática 0, 0924
Mg - momento gravitacional 0, 32 N.m
B1ψ - parâmetro de fψ 6 · 10−3 N.m.s/rad
B2ψ - parâmetro de fψ 1 · 10−3 N.m.s/rad
T10 - parâmetro do motor 1
T11 - parâmetro do motor 1, 1
k1 - parâmetro do motor 0, 7411

Para realizar o projeto do controlador PID, considerou-se
a dinâmica linearizada em torno do ponto de equiĺıbrio
(x∗

1, x
∗
2, x

∗
3) = (0, 601, 0, 1, 5893), que corresponde à hélice

do ângulo de arfagem próxima da posição horizontal. Para
linearização, foi considerada a aproximação da função não-
diferenciável sign(x2) pela função diferenciável tanh(x2/δ),
com δ = 0.13. O valor de δ foi selecionado de modo a apro-
ximar a resposta obtida experimentalmente do sistema em
malha aberta à resposta da dinâmica linearizada. Assim,
a dinâmica linearizada obtida é descrita pelas matrizes
abaixo:

Ap =

[
0 1 0

−3, 8813 −0, 2014 1, 9899
0 0 −0, 9091

]
, Bp =

[
0
0

0, 6737

]
,

Cp = [1 0 0] .

O projeto dos ganhos do controlador PID se deu pela
solução do Teorema 3 com α = 0, 26 e θ = 1, 4835.
Foram testados 100 valores de ϵ tomados em um intervalo
logaŕıtmico entre 10−5 e 105, dos quais 15 resultaram em
soluções fact́ıveis. Em particular, a solução com ϵ = 0.8902
resultou nos seguintes ganhos do controlador PID:

[Kp Ki Kd] = [0.7645 −0.7411 −0.5673]

O controlador projetado foi testado tanto via simulação
numérica quanto experimentalmente. A simulação numé-
rica foi realizada considerando a dinâmica não linear do
TRMS dispońıvel como um modelo Simulink pelo fabri-
cante. Para garantir o rastreamento de referências cons-
tantes, o termo integral do PID em (3) foi modificado para
realizar a integração do erro de rastreamento y(t)−r, onde
r é uma referência constante. No experimento realizado, foi
considerada a seguinte trajetória de referência:

r(t) = 0, 4U(t) + 0, 23U(t− 50) rad,
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onde U(t) denota o degrau unitário aplicado em t = 0.
Logo, r(t) é constitúıda de dois degraus, um de amplitude
0, 4 rad aplicado em t = 0 s, e outro de amplitude 0, 23 rad
aplicado em t = 50 s.

Os resultados obtidos estão apresentados na Figura 7, onde
é posśıvel verificar a estabilização do sistema em malha
fechada com o controlador PID projetado para ambos os
degraus aplicados.

Figura 7. Resposta do TRMS em malha fechada com o
controlador PID projetado via solução do Teorema 3
com ϵ = 0.8902.

Em relação à resposta do sistema real (experimental),
o tempo de acomodação para a margem de 2% (ta) e
o sobressinal máximo percentual (Mp) em cada um dos
degraus de r(t) estão apresentados na Tabela 2.

Tabela 2. Índices de desempenho para a res-
posta obtida experimentalmente.

ta (s) Mp (%)

Degrau em t = 0 s 12,2 18,87
Degrau em t = 50 s 10,4 5,67

Pelos resultados apresentados na Tabela 2, percebe-se cla-
ramente que as especificações de desempenho correspon-
dentes aos parâmetros α e θ são satisfeitas.

5. CONCLUSÃO

Neste trabalho foi proposta uma nova condição de projeto
de controladores PID MIMO para estabilização de siste-
mas de ordem arbitrária na forma de espaço de estados.
A metodologia proposta, que baseia-se em uma condi-
ção quase-LMI para projetar os ganhos do controlador,
garante a D-estabilidade do sistema em malha fechada.
A eficácia desta abordagem foi claramente demonstrada
tanto em simulações numéricas quanto em uma imple-
mentação experimental para estabilização do ângulo de
arfagem do TRMS. Em particular, a condição proposta
mostrou-se menos conservadora quando comparada a ou-
tras abordagens relacionadas da literatura. Além disso,
com a especificação das regiões LMI, foi posśıvel obter
soluções com tempo de acomodação e máximo sobressinal
percentual adequados, ilustrando a efetividade da proposta
no experimento real. Para pesquisas futuras, pretende-
se estender a metodologia proposta para sistemas com
parâmetros variantes sujeitos a perturbações externas.
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