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Abstract: This paper presents a Deep Learning approach for computing the stabilizing set of PI
(Proportional Integral) gains. We considered a linear time-invariant and non-minimum phase
system with two poles, one zero, stable, and with a single input and single output (SISO).
The training process used data obtained from the Signature Method, a technique developed by
researchers from Texas A&M University that computes the stabilizing set of PID (Proportional
Integral Derivative) controller parameters. The learning curves are presented for two different
neural networks, showing good results for both, where 0, 03 was the best value for the loss
function (Binary Cross Entropy) and 0, 99 for the accuracy (Binary Accuracy).

Resumo: Este trabalho apresenta o cálculo do conjunto estabilizante de ganhos para um
controlador PI (Proporcional Integrativo) com uso de uma rede neural profunda. Foi considerado
um sistema linear e invariante no tempo, com dois polos e de fase não-mı́nima, estável e com uma
única entrada e uma única sáıda (Single Input, Single Output, SISO). O treinamento foi realizado
com base em dados gerados a partir do Método da Assinatura (Signature Method), técnica
desenvolvida por pesquisadores da Texas A&M, que é capaz de fornecer o conjunto estabilizante
de ganhos para os controladores da famı́lia PID (Proporcional Integrativo Derivativo). As curvas
de aprendizado são apresentadas para duas estruturas de redes diferentes, demonstrando bons
resultados nos dois casos, onde 0, 03 corresponde ao melhor resultado para a função de perda
(Binary Cross Entropy) e 0, 99 para a acurácia (Binary Accuracy).
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Inteligence; Data Generator.
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1. INTRODUÇÃO

Um dos problemas clássicos na área de controle e auto-
mação corresponde ao processo de estabilização de uma
planta ou sistema linear. Na busca de uma solução, nor-
malmente inserimos um controlador em série com a planta,
e por meio da realimentação negativa e do ajuste de seus
parâmetros, tentamos estabilizar a variável controlada 1 .
Em virtude de sua simplicidade e popularidade, a escolha
mais comum para esta tarefa corresponde ao controlador
PID (Proporcional Integrativo e Derivativo), ou ainda a
uma de suas versões: P, PI ou PD. A operação desse
controlador é simples e baseia-se no seguinte prinćıpio:
a análise de informações do presente, passado e futuro.
Definindo o erro entre a sáıda do sistema e o seu valor
desejado (sinal de referência), o PID utiliza as operações
de integração e derivação, respectivamente, para lidar com
o passado (histórico) e o futuro (predição) desse erro. Já o
presente é de responsabilidade da componente proporcio-
nal que se concentra apenas no cálculo do erro no instante

1 Em um segundo momento, além de estabilizar, precisamos garantir
um dado desempenho (transitório e em regime permanente) para a
variável controlada.

atual. Existem diversas soluções para o projeto e sintonia
de controladores PID, dentre elas, os métodos de Ziegler-
Nichols (Ziegler and Nichols, 1993), o método do relé em

malha fechada (Åström, 1983), o método CC (Cohen and
Coon, 2022), o método do modelo interno (Garcia and
Morari, 1982), e a resposta em frequência (Franklin et al.,
2001).

Em (Ho et al., 1997), os autores propuseram um mé-
todo de busca para o conjunto estabilizante de ganhos
(parâmetros do controlador), considerando um PID atu-
ando em um sistema linear e invariante no tempo. Muitos
trabalhos foram publicados desde então, com destaque
para a abordagem de sistemas em tempo discreto (Keel
et al., 2003), a utilização da resposta em frequência (Keel
and Bhattacharyya, 2008), a presença de atrasos (Silva
et al., 2004), e sistemas com mais de uma entrada e/ou
mais de uma sáıda (Multiple Inputs, Multiple Outputs-
MIMO) (Dı́az-Rodŕıguez et al., 2017). Buscas com base
em um desempenho desejado também foram abordadas
(Dı́az-Rodŕıguez et al., 2019). Chamado de Método da
Assinatura, tem como principal vantagem (em relação aos
métodos clássicos) fornecer todas as combinações posśıveis
para os parâmetros do controlador capazes de estabilizar
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o sistema ou ainda de garantir um certo desempenho
desejado.

Este artigo propõe a construção de uma rede neural
profunda (Deep Neural Network, DNN) com o objetivo
de encontrar o conjunto estabilizante para um controlador
PI. A rede foi treinada a partir de dados gerados pelo
Método da Assinatura, considerando um sistema linear e
invariante no tempo, com dois polos e de fase não-mı́nima,
estável e com uma única entrada e sáıda (Single Input,
Single Output-SISO). Os resultados obtidos aqui, apesar
de incipientes, servirão de base para a construção de uma
rede neural mais generalista e que seja capaz de encontrar
o conjunto estabilizante para sistemas mais complexos
ou ainda de realizar recomendações de sintonia para o
controlador PID.

Atualmente, um dos novos desafios na área deMachine Le-
arning corresponde a geração de dados sintéticos (Savage,
2023). Nessa abordagem, informações são criadas por uma
IA (Inteligência Artificial) como alternativa a escassez de
dados reais, ou quando desejamos melhorar a capacidade
de resposta de uma outra IA. Neste último, temos o caso da
ferramenta ChatGPT (Stokel-Walker and Noorden, 2023).
Ela analisa dados reais pré existentes, aprende e propõe
um modelo capaz de criar novos dados de alta qualidade.
Os algoritmos utilizados no ChatGPT são bem conhecidos
e com pouca inovação, o que reflete o fim da era dos
algoritmos. Segundo o professor Andrew Ng, cofundador
do Google Brain e Coursera, iniciou-se o peŕıodo da IA
centrada nos dados, ou ainda, da Data-Centric Artificial
Inteligence. Entretanto, existem alguns desafios em aberto,
como a presença de bias e a acurácia do sistema. Já no
nosso caso, o Método da Assinatura evita uma nova IA,
mas mantém a ideia de construir dados de alta qualidade,
mais adequados ao treinamento e validação da rede.

A escolha da técnica de Deep Learning foi motivada
pelo seu desempenho na execução de tarefas complexas
como lidar com os jogos de tabuleiro Xadrez e Go (Silver
et al., 2018), jogos com múltiplos jogadores (Jaderberg
et al., 2019), e recentemente por realizar predições na

estrutura de protéınas (Senior et al., 2020). É interessante
ressaltar que a tarefa de busca do conjunto estabilizante
é bem desafiadora e complexa, principalmente quando
consideramos sistemas descritos por muitos parâmetros ou
ainda por dados experimentais obtidos de sua resposta em
frequência.

O artigo está dividido da seguinte forma: a Seção 2
apresenta a definição do problema; a Seção 3 descreve
o algoritmo utilizado pelo Método da Assinatura para
um controlador PI; a Seção 4 apresenta os resultados
da abordagem via Deep Learning ; e por fim, a Seção 5
apresenta a conclusão e algumas considerações finais.

2. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Considere um sistema linear, invariante no tempo, com
uma única entrada e uma única sáıda (Single-Input, Single-
Output - SISO), estável ou não, e na configuração apresen-
tada na Figura 1. As funções Gc(s) e Gp(s) correspondem,
respectivamente, às funções de transferência do controla-
dor e da planta, R(s) é o sinal de referência, U(s) é o sinal
de controle e Y (s) é a sáıda do sistema. Sabendo que

+

-

Figura 1. Sistema em malha fechada (MF) com realimen-
tação de sáıda.

Gc(s) = kp +
ki
s
, (1)

onde kp e ki são os ganhos das componentes proporcional e
integrativa, o objetivo é encontrar o conjunto de ganhos kp
e ki capaz de estabilizar o sistema da Figura 1. De forma
equivalente, com base na função de transferência em malha
fechada (MF),

GT (s) =
Gc(s)Gp(s)

1 +Gc(s)Gp(s)
, (2)

o objetivo é encontrar os valores de kp e ki para que os
polos de (2) estejam no semiplano esquerdo aberto (SPE).
Sendo a função de transferência da planta dada por

Gp(s) =
N(s)

D(s)
(3)

onde N(s) e D(s) são polinômios com graus m e n,
respectivamente, o denominador de (2) corresponde a

δ(s, kp, ki) = sD(s) + (kps+ ki)N(s). (4)

Dessa forma, o conjunto estabilizante de ganhos é definido
como

S := {k : δ(s,k) é Hurwitz}, k = [kp, ki]. (5)

Uma tentativa de obter (5), ou seja de garantir que
o polinômio (4) seja Hurwitz, corresponde ao uso do
critério de estabilidade de Routh-Hurwitz (Franklin et al.,
2001). Nele, precisamos construir uma tabela e analisar as
possibilidades de kp e ki para que não ocorram trocas de
sinal nos elementos da primeira coluna. Isso pode resultar
em um conjunto de inequações não lineares, conforme
apresentado em (Dı́az-Rodŕıguez et al., 2019), cuja solução
completa não pode ser obtida por meio de um método
direto. Outra abordagem corresponde ao método do Lugar
Geométrico das Ráızes (LGR) ou Root Locus (Franklin
et al., 2001). Nessa estratégia, o objetivo é encontrar todas
as localizações do zero do controlador (1) para que existam
ramos do LGR (ou parte deles) no SPE. Ao mesmo tempo,
para cada possibilidade, precisamos identificar a faixa de
valores de kp que torna o sistema em malha fechada
estável. Apesar de mais intuitiva, dificilmente uma solução
direta e completa é resultado dessa abordagem.

3. MÉTODO DA ASSINATURA

Para calcular o conjunto estabilizante de ganhos, o Método
da Assinatura baseia-se na construção de um sistema de
inequações lineares, cuja solução fornece a faixa de valores
de ki, fixando-se um valor para kp (positivo ou negativo). A
cada novo valor do ganho, um novo sistema de inequações
é obtido, até que todos os valores de kp sejam testados.
O processo de construção de cada sistema, por sua vez,
é precedido pela análise da Condição de Assinatura ou
Signature Condition (apresentada no passo 4, abaixo).
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Para que essa condição seja atendida, precisamos buscar
todas as combinações distintas de +1 e −1 para algumas
variáveis dessa condição, conhecendo-se as quantidades J ,
n−m, e z+. A primeira corresponde a sáıda de uma função
sinal, a segunda é o grau relativo da planta (diferença entre
polos e zeros), e a última é a quantidade de zeros da planta
no semiplano direito aberto (SPD).

De acordo com (Dı́az-Rodŕıguez et al., 2019), o conjunto
estabilizante de ganhos para um controlador PI pode ser
calculado utilizando-se os seguintes passos:

(1) A partir de (3) e (4), forme o polinômio

ν(s, kp, ki) := δ(s, kp, ki)N(−s). (6)

(2) Decomponha o novo polinômio em uma componente
par (νeven) e outra ı́mpar (νodd) dadas por

ν(s, kp, ki) = νeven(s
2, ki) + s νodd(s

2, kp). (7)

(3) Na parte ı́mpar, substitua s por jω (um número
complexo puro), e para um valor fixo do ganho
proporcional, kp = k∗p, encontre os valores finitos de
w, tal que

νodd(−ω2, k∗p) = 0. (8)

(a) Selecione os valores reais, positivos e de multipli-
cidade ı́mpar de w, e ordene-os da seguinte forma:

ω1 < ω2 < · · · < ωl−1. (9)

(b) Defina ainda ω0 := 0 e ωl := ∞ como o primeiro
e o último elemento da sequência (9).

(4) Encontre as combinações distintas I1, I2, · · · , Ic para
it ∈ {+1,−1}, onde t ∈ {0, . . . , l}, que satisfaçam a
Condição de Assinatura quando n+m for:
(a) ı́mpar,

J
[
i0 − 2i1 + 2i2 + · · ·+ (−1)l−12il−1

+ (−1)lil
]
= n−m+ 1 + 2z+; (10)

(b) ou par,

J
[
i0 − 2i1 + 2i2 + · · ·+ (−1)l−12il−1

]
= n−m+ 1 + 2z+, (11)

onde
J = sign

(
νodd

(
0+, k∗p

))
. (12)

(5) Para cada combinação que satisfaz (10) ou (11),
encontre a solução Sx(k

∗
p) do sistema de inequações

lineares obtido por meio de

νeven(−ω2
t , ki)it > 0, (13)

∀t ∈ {0, · · · , l} se n+m é impar, ou ∀t ∈ {0, · · · , l−1}
se n+m é par.

(6) Obtenha a região de estabilidade (intervalos de ki)
para kp = k∗p utilizando

S(k∗p) =
⋃

x∈{1,··· ,c}

Sx(k
∗
p). (14)

(7) Fixe um novo valor para kp e execute novamente os
passos de 3 a 6. O conjunto estabilizante (5) é obtido
varrendo-se todos os valores reais de kp.

Observação 1. Note que no Passo 5, existe um sistema
de inequações para cada combinação Ix. A solução de
cada sistema é obtida pela interseção entre as soluções
individuais de cada inequação definida em (13). Embora
a condição de assinatura seja satisfeita, a interseção pode
resultar em um conjunto vazio. Se isso ocorrer para todas

−0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0.0
ki

−1.6

−1.4

−1.2

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

k p

Conjunto Estabilizante

Figura 2. Conjunto estabilizante para o sistema (3) em
malha fechada com o controlador PI.

as combinações, a união entre as soluções em (14) também
resultará em um conjunto vazio. Isso implica que não existe
uma região de estabilidade para ki dado kp = k∗p.

Observação 2. Um dos inconvenientes do método da as-
sinatura corresponde a varredura de kp por todo o eixo
real. Entretanto, podemos restringir a região de busca
explorando a ideia de que νodd(−ω2, kp) pode nos fornecer
pelo menos um ω real, positivo e de multiplicidade ı́mpar.

3.1 Cálculo do Conjunto Estabilizante (Exemplo)

Exemplo 1. Considere a seguinte planta 2

Gp(s) =
s− 5

s2 + 1, 6s+ 0, 2
, (15)

na configuração da Figura 1 com o controlador PI definido
em (1). O resultado dos passos de 1 a 6 para kp = −0, 5
é apresentado na Tabela 1. Já o conjunto estabilizante,
calculado com a inclusão do Passo 7 (ou seja, com a
varredura de kp), é apresentado na Figura 2. Com base
na Observação 2, podemos reduzir o intervalo de busca
reescrevendo νodd(−ω2, kp) = 0 da seguinte forma,

kp(w) :=
−6, 6ω2 + 1

ω2 + 25
, (16)

e considerando ω uma raiz real, positiva e de multiplicidade
ı́mpar. Dessa forma, o intervalo de interesse é dado por
(Allowable Range)

−6, 5 < kp < 0, 04. (17)

Note que nem todos os valores de kp no intervalo (17) são
capazes de estabilizar o sistema em malha fechada.

4. ABORDAGEM VIA DEEP LEARNING

Com base nos passos de 1 a 7, é posśıvel gerar um con-
junto de dados para treinamento e validação da nossa
rede neural. O objetivo aqui é classificar o sistema (3), na
configuração da Figura 1, em estável (1) ou não (0), con-
siderando kp e ki como dados de entrada. Foram geradas

2 Este exemplo foi retirado de (Dı́az-Rodŕıguez et al., 2019).
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Figura 3. Dados classificadas em instável (0) ou estável (1)
obtidos pelo método da assinatura para o Exemplo 1.

10.000 amostras, de acordo com a Figura 3, onde aproxi-
madamente metade está dentro do conjunto estabilizante,
ou seja, foram classificadas como estável, e metade fora
(instáveis). Nesse universo, existe ainda uma divisão de
70% e 30% para os subconjuntos de treinamento e valida-
ção, respectivamente. Cada subconjunto foi constrúıdo de
forma aleatória utilizando uma das funções da biblioteca
de código aberto Pandas 3 .

Nos testes, foram consideradas duas redes distintas, am-
bas com duas camadas ocultas, porém com quantidades
diferentes de perceptrons por camada: 16 (Rede A); 32
(Rede B). A Figura 4 apresenta a estrutura básica das
redes testadas, onde z11, · · · , zp2 representam os percep-
trons das camadas ocultas, p é quantidade de perceptrons
por camada (p = 16 ou p = 32), e ẑ corresponde a sáıda
da rede. A normalização dos dados foi implementada em

3 Todos os resultados desta seção desta seção foram desenvolvidos
na linguagem Python e com uso das bibliotecas de código aberto
Pandas, Tensorflow, Keras, Matplotlib, Numpy e Sympy.

Tabela 1. Resultados dos passos de 1 a 6
(Método da Assinatura) para kp = −0, 5.

Passo Resultado

(1) Novo polinômio:
ν = −s4 − (kp + 6, 6)s3 − (ki + 8, 2)s2

+(25kp − 1)s+ 25ki

(2) Componentes par e ı́mpar:
νeven = −w4 + (ki + 8, 2)w2 + 25ki
νodd = (kp + 6, 6)w2 + 25kp − 1

(3) Valores de interesse:
ω0 = 0; ω1 = 1, 49; ω2 = ∞

(4) Combinações (J = −1; n−m+ 1 + 2z+ = 4):
i0 = −1; i1 = 1; i2 = −1 (I1)

(5) Sistema para I1:
ki < 0
27, 21ki + 13, 25 > 0
(ki + 8, 2)∞+ 25ki < ∞

(6) Região de Estabilidade:
−0, 47 < ki < 0

Entrada
Camadas Ocultas

Saída

Figura 4. Estrutura das redes utilizadas na busca do
conjunto estabilizante para o Exemplo 1.

ambas, sendo que na primeira (Rede A), os dados foram
normalizados apenas antes da primeira camada oculta.
Já na segunda (Rede B), os dados foram normalizados
antes de cada camada oculta e antes da camada de sáıda.
As funções de ativação foram ReLU e Sigmoid, respecti-
vamente, para as camadas ocultas e de sáıda. Para evi-
tar Overfitting, duas técnicas distintas foram escolhidas:
EarlyStopping e Dropout. A primeira foi utilizada na
Rede A e a segunda na Rede B. As duas redes fizeram uso
do otimizador ADAM, da função de perda Binary Cross
Entropy e da métrica Binary Accurancy. Mais detalhes de
implementação são apresentados na Tabela 2.

Tabela 2. Configuração das redes A e B.

Item Rede A Rede B

Early Stopping Patience = 10 −
Min Delta = 0, 001 −
Restore Best Weights = True −

Dropout − 10%
Batch Size 512 512
Epochs 1.000 1.000

Os resultados são apresentados nas Figuras 5 e 6 para a
redes A e B, respectivamente. No caso da Rede A, durante
o processo de validação, o melhor valor obtido para a
função de perda foi 0, 05 e para a acurácia 0, 99. Já na
Rede B, obtivemos 0, 03 para perdas e 0, 99 para acurácia.
Os resultados são muito bons para os dois casos, porém
devemos ressaltar que o problema de classificação proposto
aqui é bem simples. Temos apenas um sistema dinâmico
envolvido (15), resultando em apenas dois parâmetros de
entrada (kp e ki). Provavelmente, um ajuste de curvas seria
suficiente para resolver esse problema. Entretanto, o pro-
blema de classificação proposto pode se tornar muito mais
complexo se considerarmos dados de diferentes sistemas,
combinados com diferentes parâmetros de um PI ou PID.
A camada de entrada pode crescer significativamente se
adotarmos 10 coeficientes para descrever N(s) e mais 10
para M(s). Nesse caso, a dimensão da camada de entrada
cresce de 2 para 22, necessitando de uma estrutura de
classificação mais elaborada. Podemos substituir ainda os
coeficientes da função de transferência Gp(s) por dados de
sua resposta em frequência. Isso aumentaria ainda mais a
dimensão da camada de entrada. Imagens que representam
as curvas de bode (módulo e fase) também poderiam ser
utilizadas.

Na geração dos conjuntos de treinamento e validação, a
abordagem via Deep Learning com uso do Método da
Assinatura pode parecer conflitante. É inevitável a per-
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Figura 5. Funções de perda para os conjuntos de treina-
mento e validação - Rede A.
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Figura 6. Funções de perda para os conjuntos de treina-
mento e validação - Rede B.

gunta “Por que não utilizamos só o Método da Assina-
tura?”. Apesar dessa dependência, a ideia é utilizar os
passos de 1 a 7 apenas para alguns exemplos, e delegar
os demais para a rede neural. Um dos pontos fortes do
aprendizado profundo é justamente a sua capacidade de
interpolação/generalização dos casos intermediários. Uma
vez configurado os pesos, vamos dispensar o Método da
Assinatura e obter resultados diretamente da rede (clas-
sificação em estável ou não). Nesse contexto, o método
desenvolvido na universidade do Texas tem como função
apenas acelerar o processo de aprendizado da rede, for-
necendo dados controlados e confiáveis. Uma alternativa
mais trabalhosa e menos robusta seria simular no domı́nio
do tempo a configuração da Figura 1, considerando dife-
rentes sistemas e parâmetros do controlador. Em seguida,
o comportamento da sáıda seria classificado em termos
de estabilidade. Note que não existe qualquer “dica” so-
bre uma posśıvel região de interesse para a geração das
amostras. Adicionalmente, algumas dificuldades surgem:
a) quanto tempo de simulação vamos utilizar? b) este
tempo é adequado para analisar a estabilidade? c) e se

o sistema demorar muito para instabilizar?; d) qual seria
o valor mı́nimo da amplitude de sáıda que demonstraria
a instabilidade? Possivelmente, os dados extráıdos dessa
abordagem não serão confiáveis.

5. CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou uma abordagem via Deep Lear-
ning na busca do conjunto estabilizante de ganhos para um
controlador PI. Na geração dos dados, o Método da Assi-
natura foi utilizado como ferramenta básica para acelerar
o aprendizado da rede, fornecendo dados robustos e confiá-
veis. Os resultados iniciais são promissores, indicando que
a abordagem proposta pode trazer bons resultados em ce-
nários mais complexos. Assim como em outros sistemas de
recomendação, deseja-se construir uma ferramenta capaz
de reduzir o tempo gasto dos usuários nas etapas de escolha
e configuração (no nosso caso, ganhos do controlador).
Um PID auto ajustável pode ser obtido no futuro, dada
a capacidade de geração de dados por meio do Método
da Assinatura. Adicionalmente, trabalhos futuros podem
abordar a utilização da resposta em frequência, a presença
de atrasos, e sistemas com mais de uma entrada e/ou mais
de uma sáıda (Multiple Inputs, Multiple Outputs-MIMO).
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Brasil (CAPES) – Código de Financiamento 001.

REFERÊNCIAS
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