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Abstract: This paper proposes a state-feedback stabilization strategy for discrete-time switched
linear systems, where the switching rule and the feedback gains are designed simultaneously.
The synthesis conditions are based on Lyapunov-Metzler (LM) inequalities and, contrarily to
the LM or convex combination based strategies from the literature that use exhaustive search on
the scalar parameters, relaxations on the stability conditions and an iterative procedure based
on linear matrix inequalities are proposed to search for the scalar parameters and the matrices
that solve the LM inequalities. Numerical experiments illustrate the better results obtained with
the proposed approach when confronted with convex combination or LM based techniques (at
the price of increasing the computational costs), being also competitive when compared with
periodic switching approaches.

Resumo: Este artigo propoe uma estratégia de estabilizacao de sistemas lineares chaveados
a tempo discreto por realimentacao de estados, em que a regra de chaveamento e os ganhos
de realimentagao sao projetados simultaneamente. As condi¢bes de sintese sao baseadas em
desigualdades de Lyapunov-Metzler (LM) e, contrariamente as estratégias baseadas em LM ou
em combinacoes convexas da literatura que utilizam busca exaustiva nos parametros escalares,
propoem-se relaxacoes nas condigoes de estabilidade e um procedimento iterativo baseado
em desigualdades matriciais lineares para buscar os parametros escalares e as matrizes que
resolvem as desigualdades de LM. Experimentos numéricos ilustram os melhores resultados da
abordagem proposta quando confrontados com técnicas baseadas em LM ou em combinagoes
convexas (as custas de um aumento do custo computacional), sendo também competitivos

quando comparados com abordagens de chaveamento periédico.
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1. INTRODUCAO

Sistemas chaveados constituem uma classe de sistemas hi-
bridos caracterizados pela interacao entre diferentes com-
portamentos dinamicos. Esta classe é frequentemente re-
presentada por um conjunto finito de subsistemas e uma
regra de chaveamento que é responsavel por ativar um
subsistema por vez em cada instante de tempo (Liberzon,
2003; Sun and Ge, 2005). Diversos fenémenos do mundo
real podem ser modelados como sistemas chaveados, como,
por exemplo, dinamicas envolvendo a abertura e fecha-
mento de chaves ou valvulas, além de problemas cldssicos
da engenharia, em dreas tais como eletronica de poténcia,
engenharia aeroespacial e controle por rede (Cardim et al.,
2009; Kemer et al., 2019; Zong et al., 2021). Um requisito
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elementar no contexto de sistemas chaveados é assegurar
a estabilidade do sistema frente aos chaveamentos, sendo
que, de modo geral, a estabilidade (instabilidade) dos
modos ndo garante que o sistema seja estavel (instével).
A regra de chaveamento pode ser arbitraria, em geral,
associada a sinais exdgenos ou parametros variantes no
tempo (Daafouz et al., 2002; Lin and Antsaklis, 2005;
Lee and Dullerud, 2006), ou controlada, tipicamente sendo
computada em fungao dos estados do sistema (Wicks et al.,
1994; Deaecto and Geromel, 2018; Feron, 1996; Geromel
and Colaneri, 2006; Deaecto et al., 2015; Zhai, 2001).

Desde meados da década de 1990, a area de sistemas
chaveados vem atraindo a atengao dos pesquisadores, como
pode ser comprovado pelos artigos (Wicks et al., 1994;
Liberzon and Morse, 1999; DeCarlo et al., 2000; Hespa-
nha and Morse, 2002) e livros (Liberzon, 2003; Sun and
Ge, 2005). A grande maioria destes resultados utiliza a
teoria de estabilidade de Lyapunov, seja em tempo con-
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tinuo ou discreto, para tratar da andlise de estabilidade
e projeto de leis de chaveamento estabilizantes. Apesar
da literatura fornecer condicoes para provar a estabilidade
e construir leis de chaveamento, como as baseadas em
miultiplas fun¢oes de Lyapunov (Hu et al., 2008; Liberzon,
1999; Wicks and DeCarlo, 1997; Pettersson, 2003; Zhang
et al., 2009), desigualdades de Lyapunov-Metzler (Geromel
and Colaneri, 2006; Duan and Wu, 2014; Deaecto et al.,
2015; Deaecto and Geromel, 2017; Fiacchini et al., 2016)
e combinagao convexa estavel de matrizes (Wicks et al.,
1994; Pettersson and Lennartson, 2001; Zhai, 2001; Souza
et al., 2022), na maior parte dos casos as solugdes sao
formuladas em termos de condi¢bes na forma de desi-
gualdades matriciais bilineares (em inglés, bilinear matriz
inequalities — BMIs), que sao problemas nao convexos de
otimizagao. No contexto de sistemas chaveados a tempo
discreto, é importante mencionar as técnicas de estabili-
zagao periddica (Fiacchini et al., 2016) e por continuacao
periédica (Deaecto and Geromel, 2018), que podem ser
formuladas em termos de LMIs.

Particularmente em relacao as técnicas baseadas na estabi-
lizacao quadrética, destacam-se os métodos que projetam
a lei de chaveamento buscando uma combinac¢ao convexa
estdvel das matrizes dindmicas do sistema chaveado (Zhai,
2001). No trabalho de Souza et al. (2022) foi proposta
uma técnica diferente de linearizacao das BMIs resultantes
dessa abordagem, com vantagens em relacao aos métodos
que utilizam um grid para tratar os produtos entre para-
metros escalares e matrizes do problema. Neste trabalho
é proposto um novo algoritmo de estabilizacao, potenci-
almente menos conservador do que o algoritmo de Souza
et al. (2022) por considerar miiltiplas fungdes de Lyapunov.
Em particular, propoe-se um novo procedimento iterativo
baseado em LMIs para calcular solugoes estabilizantes por
realimentacao de estados utilizando as chamadas desigual-
dades de Lyapunov-Metzler (Geromel and Colaneri, 2006),
sem a necessidade de recorrer a procedimentos de busca de
escalares ou até mesmo a aplicagoes de grids no espaco das
varidveis escalares de otimizacao. Além disso, diferente da
técnica de Souza et al. (2022), a abordagem proposta é
mais promissora para ser estendida a outros problemas de
chaveamento que envolvam, por exemplo, realimentagao
dindmica de saida e critérios de desempenho, além de
também poder tratar sistemas chaveados a tempo conti-
nuo. Exemplos numéricos comprovam a eficacia do método
proposto e o bom desempenho quando comparado com
outras estratégias similares disponiveis na literatura.

Notagao: A letra N ¢é utilizada para denotar o ntmero
de modos de um sistema chaveado, e N é definido como
o conjunto formado pelos inteiros positivos até N, isto é,
N={1,....N}. M € R"™™ indica que M é uma matriz
real de dimensao n X m, e a matriz transposta de M é
simbolizada por M'. He(M) = M + M’ e M > 0 denota
uma matriz definida positiva. O simbolo x representa um
bloco induzido por simetria em uma matriz quadrada, e
® indica o produto de Kronecker. I,, representa a matriz
identidade de dimensao n, 0 a matriz nula de dimensao
apropriada (em algumas situacoes as dimensdes podem
ser explicitadas) e 1y um vetor coluna de 1’s com N
componentes. O simplex unitario de dimensao r é definido
por
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2. PRELIMINARES

Considere o sistema linear chaveado a tempo discreto

Go: x(k+1) = Ayyz(k) + Byryu(k) (1)
em que x € R™ é o estado, u € R é a entrada de controle e
o é uma regra de comutagao a ser projetada que seleciona,
para cada instante de tempo um subsistema G,, 0 =i € N.
As matrizes A; e B; possuem dimensoes apropriadas e
estao associadas aos subsistemas ¢ € N.

O objetivo é projetar simultaneamente a regra de chave-
amento o e um conjunto de ganhos de realimentacao de
estados associados a lei de controle

u(k) = Ky(pyz(k), Vo(k) €N
tal que o sistema em malha fechada
z(k+1) = (A; + BiK;)x(k) (2)
seja globalmente assintoticamente estével.

Diferentes abordagens disponiveis na literatura tratam da
andlise de estabilidade (e por extensdo, da estabilizabili-
dade) do sistema (2). Por exemplo, as técnicas baseadas
no célculo de uma combinagao convexa estavel de matrizes
(Zhai, 2001; Souza et al., 2022), associada & existéncia de
uma fun¢do quadratica de Lyapunov. As desigualdades de
Lyapunov-Metzler, propostas em Geromel and Colaneri
(2006), surgem como uma alternativa menos conservadora
por considerarem muiltiplas fungoes quadraticas de Lyapu-
nov, como mostra o lema a seguir.

Lema I. Se existirem matrizes 0 < P, = P/ € R"*",
K; € R™*™ e vetores m; € Ay, Vi € N, tais que

l N
j=1

Vi € N, entao a regra de chaveamento
o(k) = arg I_Iliél x(k) Pa(k) (4)
1€

torna a origem do sistema (2) globalmente assintotica-
mente estavel.

Prova: A prova do Lema 1 pode ser encontrada em
Geromel and Colaneri (2006). O

Claramente, a condicao do Lema 1 é uma BMI por conta
do produto entre os escalares m;; e as matrizes K; e
P;, Vi € N. Adotando mudancas de varidvel e restri¢oes
sobre os elementos m;;, as desigualdades do Lema 1
podem ser convertidas em LMIs com uma busca sobre
um parametro escalar, conforme descrito em Geromel and

Colaneri (2006).

Neste artigo é proposto um procedimento de linearizagao
alternativo, que nao impoe nenhuma restricao sobre os
escalares m;;. Por meio do uso do Lema de Finsler, é
realizado o desacoplamento do produto entre os escalares
m;; € as matrizes K; e P;, Vi € N e uma condicao BMI
equivalente a (3) é obtida. Essa condigdo BMI pode ser
abordada por meio de relaxagoes associadas a um algo-
ritmo iterativo baseado em LMIs, resultando em condigoes
potencialmente menos conservadoras, além de viabilizar o
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tratamento de sistemas com um nimero maior de modos
N, que torna-se rapidamente proibitivo a aplicacao de
grids. Na secao seguinte sao fornecidas condicoes para o
computo de uma regra de chaveamento o e os ganhos de
realimentagao K;, Vi € N estabilizantes baseadas nessa
nova estratégia.

3. CONTROLE CHAVEADO POR REALIMENTACAO
DE ESTADOS

O Teorema 2 propoe condicoes de sintese de controle
chaveado por realimentacao de estados com a regra de
chaveamento o e os ganhos de realimentagao K;, Vi € N
projetados simultaneamente.

Teorema 2. Sejam ); € RMN+m)x@nN+dn) v N
matrizes dadas. Se existirem matrizes 0 < P; = P/ €
R*n x; € REneNA3n)x(nN+n) ¢ c RMX" o yetores
m; € An, Vi € N| tais que

|:gZ 6:| + He(Xiyi) <0,vVieN (5)
com
0 x * P
Q;=1|P' 0 * |, P=1|: |,V =[Yu Yo Y,
00-P Py
I M o
_ ;0 - .
vi= {0 ., Aczi]’Mi_(l/Q) i
miNI

e Ay, = A;+B; K, entao aregra de chaveamento (4) torna
a origem do sistema (2) globalmente assintoticamente
estavel.

Prova: Multiplicando (5) & direita por Vi e & esquerda
por yf-/, com
Vit =1 Hi]

obtém-se

Qi + He(HiG;) < 0 (6)
com

. [—(Ygi)*Yu)’]

(Y)Y
Multiplicando (6) & direita por Gi* e & esquerda por Qir,
com

Mz’Acli
gf - Acl.;
I
obtém-se (3), Vi € N. Portanto, a regra de chaveamento
dada em (4) estabiliza globalmente o sistema (2). O

Uma caracteristica interessante do Teorema 2 é que as
condigoes sao formuladas em termos de LMIs, com as
matrizes dindmicas do sistema A.;, (e consequentemente
os ganhos de realimentagdo K;, Vi € N) encontrando-se
de forma afim na condicao. Essa propriedade facilita a
imposi¢ao de um limitante nas entradas dos ganhos Kj,
que apesar de nao prevenir a saturacao dos atuadores, pode
ser util do ponto de vista pratico,

Ki = [k, ] e R™", |k, | <
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em que k;;, representa a j-ésima linha e /-ésima coluna do
ganho K; e 1) > 0 é um escalar ' dado.

Entretanto, no Teorema 2 nota-se a necessidade de uma
inicializacao conveniente da matriz );, Vi € N de forma
a produzir solugoes factiveis. O Teorema 3 apresenta uma
proposta para as escolhas de );, Vi € N, introduzindo uma
relaxagao p com a substituicdo das matrizes dinamicas
Ac; = pAi + BiK; (7)
em que K; = pK;, Vi € N.
Teorema 3. As escolhas
VieN (8)
garantem que as condicoes do Teorema 2, testadas com
A, substituidas por A, dadas em (7), sempre fornecem
uma solugao factivel para um valor de p > 0 suficiente-
mente pequeno.

Vi = [I(nNJrn) O(nN+n)xn _I(nNJrn)] J

Prova: Adotando as matrizes );, Vi € N dadas em (8) e
fixando &; = (—1/2))/ na desigualdade (5), obtém-se

—I x * Kk ok

P —I x  x *

0 0 —-P *x %

0 M; 0 -1 %

0 0 PAcli 0 —1
Adotando P; = dI, d > 0, Vi € N, my; = 1, my; = 0,
Vi # j, para p suficientemente pequeno, e aplicando o
complemento de Schur tem-se

<0

-1 * *
(dI®11N)' —3/HI * <0
0 0 —dI

Aplicando novamente o complemento de Schur obtém-se

—(3/4)I+ Nd*I 0
0 —ar) %0
que sempre é verificada para 0 < d < /3/(4N). O

Diante da relaxacao p e da mudanca de varidvel adotada
em (7), as seguintes restrigdes devem ser resolvidas con-
juntamente com as condi¢oes do Teorema 2

—Pw < kije < /)1/% Vi e N (9)
Note que a inicializagao proposta pelo Teorema 3 garante
solugoes factiveis para o Teorema 2 perante um valor po-
sitivo e suficientemente pequeno de p. Contudo, o objetivo
é calcular solugoes com p > 1. Para isto, o valor de p é
maximizado durante o teste das condigoes do Teorema 2.
Além disso, ao utilizar as matrizes solugoes X; para inici-
alizar as matrizes ); em um novo teste, o novo valor de
p obtido é maior ou igual ao anterior. Tal propriedade é
assegurada pela estrutura da condigao (5), como mostra o
proximo teorema.

Teorema 4. Sejam p, Ay, 0 < P, = 131-’7 m; € Ay e i’\_fi
solugoes do Teorema 2, para uma dada matriz inicial Y,
Vi,j € N. As escolhas ); = &/, Vi € N em um novo teste
das condigoes do Teorema 2 garantem uma solucao factivel
com p > p.

L Diferentes valores de v para cada entrada da matriz de ganho
podem ser considerados.
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Prova: Adotando Y; = ?EZ-’, Vi € N em um novo teste das
condigoes do Teorema 2, obtém-se
[% 6] +He(XX!) <0, VieN
K3
que certamente é factivel para p > p com as escolhas
écli = A, P, = P, my = my, X = Vi, Vij € N.

O Algoritmo 1 resume e estrutura as discussdes que
foram exibidas nesta secao. O codigo entre as linhas 10
e 15 foi introduzido como uma estratégia para acelerar
a convergéncia. A légica desse teste é baseada no fato
de que o valor de p calculado na linha 5 é apenas um
limitante inferior para o maximo valor admissivel (depende
da escolha feita para );). Contudo, como nesse ponto
existem uma matriz M e um conjunto de ganhos K;
calculados, é possivel testar as desigualdades de Lyapunov-
Metzler em (3) sem a varidvel de relaxagdo p. Caso uma
solugao factivel seja encontrada, entao o algoritmo pode
ser encerrado pois o sistema foi estabilizado. O preco a ser
pago por esse procedimento € resolver uma LMI adicional
(condic¢ao (3)), o que ocasiona um aumento no esforgo
computacional.

Algoritmo 1 Estabilizagao por realimentacao de estados

1: Inicializagao: it,,qz, €, ¥, k <0,
2: YV [I 0 —I], Acli — pAz + B;K;,Vi e N
3: Enquanto k < it,,,, Faca

4: k—k+1;

5: maximize py s. a (9) e (5)

6: Se pi > 1 Entao ~

7 Retorna (P;, P;;le', Vi € N);
8: Fim Se

9: yi(*X{,VZ.GN;

10: Mij <— Myj, Vi) € N;

11: Acli — AZ + Bi(plzlfﬁ), Vi € N;
12: resolva (3) com M e A,,;

13: Se factivel Entao

14: Retorna (P, pglKZ-, Vi € N);
15: Fim Se

16: Se |pr — pr—1] < € Entao

17: abandone;

18: Fim Se

19: Fim Enquanto

4. EXEMPLOS

Nos exemplos apresentados a seguir, o Algoritmo 1 foi
testado com ite, = 25, € = 1074, as condicdes foram
implementadas com o parser YALMIP (Loéfberg, 2004), e
as LMIs resultantes foram solucionadas com o resolvedor
de programacao semidefinida Mosek (Andersen and An-
dersen, 2000). Os experimentos foram simulados em um
PC com a seguinte configuragao: Core i7-12700x20 (12-th
Gen), 15.3 GB de RAM, MATLAB Versao: 9.10.0.1710957
(R2021a) 64 bits, Ubuntu 20.04.6 (64 bits), Mosek 10.0.

Exemplo 1: Considere o sistema chaveado (1) proposto em
Benallouch and Schutz (2012) com A; e B;, i = 1,2,34
dadas por

0,7786 0,9908 0,1270
0,1616 0,8443 0,8144
0,9214 0,9747 0,7825

Ay = . By = [0,2501 0,5257] ,

0 0

0,2458 0,7409]
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0,3894 0,3263 0,7746 0,2722 0,6055
Ay = [0,7806 0,9886 0,1297| , By = |0,1576 0,1580]
0,8814 0,4718 0,3110 0 0
0,3049 0,4247 0,8979 0,4945 0,3020
As = [0,8448 0,2485 0,6921| , B; = [0,9237 0,9118] ,
0,7558 0,9160 0,3636 0 0
0,1194 0,3964 0,2454 0,9894 0,7205
Ay = [0,1034 0,2515 0,4983| , By = [0,1709 0,1519
0,6981 0,8655 0,2403 0 0

No intuito de comparar o método proposto com as téc-
nicas de estabilizacdo baseadas em combinacao convexa
de matrizes (Teorema 2 de Souza et al. (2022) (SOP-T2))
e as desigualdades da Lyapunov-Metzler (Teorema 4 de
Geromel and Colaneri (2006) (GC-T4)), é considerado,
inicialmente, apenas o projeto de uma regra de chavea-
mento globalmente estabilizante (K; = 0, Vi € N). Para
comparar a acuracia dos métodos, a matriz dinamica A;
foi substituida por A; = @pA;, Vi € N, e os métodos
foram aplicados para encontrar o maior valor de ¢ na faixa
[0,01, 10] (quanto maior for o valor encontrado, menos
conservador é o método). A busca pelo parametro escalar
da condicao GC-T4 foi implementada com a discretizagao
da faixa v € [0, 1) em 25 pontos igualmente espagados
(equiparando-se a ity,q.; = 25 do método proposto).

Os resultados reportados na Tabela 1 mostram que o
Algoritmo 1 consegue estabilizar o sistema modificado
com valor de ¢ acima dos reportados por SOP-T2 e GC-
T4 (v = 0,24) porém demandando um maior esforco
computacional, em que o nimero médio de iteracoes e o
tempo médio por iteracao sao dados por itmedio € tmedio
(s), respectivamente.

Tabela 1. Resultados do Algoritmo 1 (Al),

Teorema 2 (SOP-T2) e Teorema 4 (GC-T4),

propostos em Souza et al. (2022) e Geromel
and Colaneri (2006), para o Exemplo 1.

Pmaz itmedio tmedio (S)
Al 0,89 5,00 1,15
SOP-T2 0,74 2,60 0,19
GC-T4 0,51 2,50 0,03

Em seguida, é realizada uma comparacao com as estraté-
gias de controle por realimentacao de estados do Teorema 2
(SOP-T2) e Corolario 3.3 (D-C3.3) propostas em Souza
et al. (2022) e Deaecto (2010), respectivamente.

Em todas as abordagens, a restricao de magnitude nos
ganhos ¢ considerada, e como em Deaecto (2010) os ganhos
sao dados por K; = YiSi_l, as matrizes S; € R"*" Vi € N
foram restritas a matrizes diagonais, sendo s;; o j-ésimo
elemento da diagonal, e as seguintes limitacoes dos ganhos
foram implementadas

=83, < Yijo < i
em que y;, , representa a j-ésima linha e (-ésima coluna
das matrizes Y; € R™*" Vi € N.

O sistema novamente é alterado, desta vez com B; = nB;,
Vi € N, sendo o critério de comparacao o menor valor
do pardmetro n € [0,01, 10] que estabiliza o sistema
modificado. Os resultados da Tabela 2 apontam que o
Algoritmo 1 consegue estabilizar o sistema com valores de
7 inferiores aos reportados em SOP-T2 e D-C3.3 (y = 0,
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para os casos ¥ = 1 e ¢ = 10), novamente demandando
maior esfor¢o computacional, em que o nimero médio de
iteracoes e o tempo médio por iteragao sao dados por
itmedio © tmedio ($), respectivamente.

Tabela 2. Resultados do Algoritmo 1 (Al),

Teorema 2 (SOP-T2) e Corolério 3.3 (D-C3.3),

propostos em Souza et al. (2022) e Deaecto
(2010), respectivamente, para o Exemplo 1.

w Nmin medio tmedio (S)

Al 0,01 3,50 0,77
SOP-T2 | 0,1 1,66 4,89 0,32
D-C3.3 infactivel

Al 0,01 3,64 0,91
SOP-T2 1 0,17 2,69 0,20
D-C3.3 1,67 1,00 0,02

Al 0,01 1,29 0,27
SOP-T2 10 0,02 2,17 0,14
D-C3.3 0,17 1,00 0,02

Os resultados demonstram que embora o efeito das matri-
zes B;, Vi € N, seja minimo (7, = 0,01), e as entradas
dos ganhos de controle limitadas (¢ = 10), a técnica
proposta se mostrou eficiente, com solugoes que superam
tanto os métodos de estabilizacao baseados em combina-
¢ao convexa estavel quanto em desigualdades Lyapunov-
Metzler com outra abordagem de linearizagao.

Exemplo 2: Considere a estabilizacao simultanea de trés
péndulos invertidos proposta em Al-Areqi et al. (2012),
sendo cada modelo linearizado P1;, i = 1, 2,3 dado por

: 0 1 0

[@(i)} = | (m; + M;)g 0 [218] + | -1

9i(t) M;l; ‘ M;l;
em que ¢; é o angulo do péndulo, F; é a forca que
atua sobre o carrinho e ¢ = 9,81 m/s? é a aceleragao
gravitacional. Cada péndulo possui valor de massa m; =
0,3 Kg, o carrinho associado M; = 0,1 Kg, e os valores
dos comprimentos para os péndulos P1y, Pi; e Pis sao
respectivamente I, /3 = 0,1336/0,242/0,545 m, o que leva
a diferentes frequéncias naturais wy o3 = 12/9/6 s~'.
As matrizes do modelo discretizado com o tempo de
amostragem 7 = 0,1 segundos sao dadas por

4, — [10017 0,0250) _ [-0,0230
1= 10,1335 1,0017| > ©* = |—1,8393
_ [1.,0030 0,0250]  _ [-0,0129

2710,2376 1,0030|* 7% ~ |—1,0341

F;

A

A — 1,0067 0,0251 B —0.0057

37 10,5358 1,0067| * 73 | —0.4597
Os resultados obtidos com a abordagem proposta em com-
paracao com os métodos de Geromel and Colaneri (2006)
e Deaecto (2010) sao apresentados nas Tabelas 3 e 4,
respectivamente, utilizando andlise similar a do Exemplo 1.

Exemplo 3: Este experimento tem como objetivo realizar
uma avaliacao mais abrangente em termos de precisao e
esforco computacional de uma comparagao entre o Al-
goritmo 1 (Al), o Teorema 2 (SOP-T2) de Souza et al.
(2022) e o Teorema 4 (GC-T4) de Geromel and Colaneri
(2006). Para isso foi criado um conjunto de sistemas que
certamente podem ser estabilizados pela estabilizacao qua-
dratica utilizando a condigao dada em Zhai (2001). Para as
dimensoes n € {2,...,5} e N € {2,...,5}, foram gerados
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Tabela 3. Resultados do Algoritmo 1 (Al),

Teorema 2 (SOP-T2) e Teorema 4 (GC-T4),

propostos em Souza et al. (2022) e Geromel
and Colaneri (2006), para o Exemplo 2.

Pmaz itmedio tmedio (S)
Al 0,79 4,17 0,21
SOP-T2 0,74 2,50 0,04
GC-T4 0,68 1,00 0,01

Tabela 4. Resultados do Algoritmo 1 (Al),

Teorema 2 (SOP-T2) e Corolério 3.3 (D-C3.3),

propostos em Souza et al. (2022) e Deaecto
(2010), para o Exemplo 2.

1/1 Nmin medio tmedio (S)
Al 0,57 1,50 0,06
SOP-T2 | 0,1 1,07 3,00 0,05
D-C3.3 3,16 1,00 0,01
Al 0,06 1,22 0,05
SOP-T2 1 0,10 2,00 0,03
D-C3.3 0,31 1,00 0,01
Al 0,02 1,00 0,04
SOP-T2 | 10 0,02 1,60 0,03
D-C3.3 0,04 1,00 0,01

50 sistemas que possuem todos os modos instaveis mas
que garantidamente sao estabilizaveis por chaveamento
puro (K; = 0). A melhoria promovida pela estratégia de
aceleragao da convergéncia (linhas 10-15 de A1) pode ser
avaliada pelo desempenho do algoritmo sem essas linhas,
referido por A1*.

A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos em termos do
ntmero de sistemas estabilizados (E) e o tempo compu-
tacional demandado (em minutos). Como pode ser visto,
GC-T4 oferece bons resultados apenas para sistemas com
dois modos. SOP-T2 nao tem uma queda tao acentuada
quanto GC-T4 a medida que N cresce, mas a perda de
desempenho é bem maior quando comparada com Al.
Contudo, claramente A1l demanda o maior esfor¢co com-
putacional. Finalmente, comparando Al e A1*, é nitida
a vantagem propiciada pela técnica de aceleracao da con-
vergéncia, que aumenta em 27,63% a eficdcia e diminui o
tempo computacional em aproximadamente 3 minutos.

Com o intuito de enriquecer as informagoes oferecidas pelo
experimento, a técnica proposta é comparada com outras
abordagens de controle chaveado para sistemas discretos.
A primeira abordagem, apresentada em (Fiacchini et al.,
2016) (FGJ), consiste na determinagdo de uma regra de
chaveamento (parametrizada em termos de um inteiro po-
sitivo k) que depende do valor dos estados e de um caminho
de transigao (tamanho k) entre os modos do sistema. A
segunda técnica é proposta em (Deaecto and Geromel,
2018) (DG) e se baseia em uma continuacao periédica pa-
rametrizada por uma matriz de Lyapunov dependente de
k instantes de tempo, podendo também computar ganhos
de realimentacao de estados. Ambas as técnicas podem ser
formuladas em termos de LMIs e sao aplicadas na mesma
base de sistemas. A Tabela 6 apresenta o total de sistemas
estabilizados por cada uma dessas técnicas, juntamente
com os tempos computacionais associados. O aumento de k
permite que as técnicas FGJ e DG estabilizem um ntmero
maior de sistemas do que Al (k = 4). Nesse contexto a
técnica FGJ, embora nao seja a mais acurada, demandou
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Tabela 5. Numero de sistemas estabilizados
(E) e tempo computacional (¢, em minutos)
do Algoritmo 1 com (Al) e sem (Al*) as
linhas 10-15 habilitadas, Teorema 2 (SOP-
T2) (Souza et al., 2022) e (Geromel and Co-
laneri, 2006, Teorema 4) (GC-T4), em uma
base de sistemas garantidamente estabilizaveis
por Zhai (2001).

n N | SOP-T2 GC-T4 Al* Al
E t E t E t E t

2 2| 41 0.6 37 4.0 40 0.6 40 0.8
2 3| 27 0.7 1 15.6 41 1.5 47 1.7
2 4 10 0.8 0 16.5 29 2.6 38 4.0
2 5 4 0.9 0 17.4 18 4.6 39 7.2
3 2| 40 0.6 40 3.3 34 0.8 39 1.0
3 3| 29 0.8 1 16.0 35 2.2 46 1.9
3 4| 20 1.0 0 16.7 29 4.9 46 4.8
3 5 12 1.1 0 17.7 20 8.4 42 9.2
4 2] 43 0.7 41 3.1 37 1.1 41 1.5
4 3| 31 0.8 0 16.2 30 3.9 48 3.0
4 4 17 1.2 0 17.2 19 9.1 43 8.1
4 5 14 1.6 0 17.5 17 24.3 45 18.8
5 2| 40 0.8 35 5.0 36 2.1 46 2.5
5 3| 31 1.1 3 15.5 30 7.6 49 4.7
5 4 18 1.8 0 17.4 15 23.6 41 18.6
5 5 18 2.9 0 18.0 14 61.0 44 48.4

Total 49.4% 17.38 19.8% 217.13 55.5% 158.48 86.7% 136.01

o menor esfor¢o computacional entre os métodos testados.
Por outro lado, uma desvantagem das técnicas DG e FGJ é
a caracteristica exponencial do crescimento do niimero de
varidveis em FGJ, e do nimero de subproblemas a serem
resolvidos em DG conforme x aumenta, enquanto as abor-
dagens baseadas em LM exibem crescimento polinomial
com as dimensoes do sistema. Além disso, as abordagens
com base em LM podem ser estendidas de maneira direta
para tratar sistemas em tempo continuo, enquanto FGJ e
DG sao restritas a sistemas chaveados a tempo discreto.

Tabela 6. Resultados obtidos pelo Algoritmo 1

(A1) e as técnicas de (Fiacchini et al., 2016)

(FGJ) e (Deaecto and Geromel, 2018) para-

metrizadas em termos de x na base de dados

investigada no Exemplo 3. O tempo computa-
cional t é dado em minutos.

| k=1 t K=2 t k=3 t k=4 t
FGJ|[39.8% 2.76 67.3% 3.06 82.2% 4.71 88.7% 21.14
DG [0.00% 6.40 70.6% 21.19 83.7% 59.42 93.6% 160.00
Al 86.7%, 136.01

5. CONCLUSAO

Este artigo apresentou uma abordagem alternativa para
estabilizacao de sistemas lineares chaveados a tempo dis-
creto baseada nas desigualdades de Lyapunov-Metzler,
sem a necessidade de aplicar grids nem restrigoes de estru-
tura sobre a matriz que contém os escalares da condicao.
Os ganhos de realimentagao e a regra de chaveamento sao
projetados simultaneamente por meio de um procedimento
iterativo no qual, a cada iteragao, sao resolvidas LMIs.
Experimentos numéricos comprovam a eficacia do método
proposto, com resultados vantajosos em termos de precisao
quando comparado com outras técnicas similares. Como
extensoes deste trabalho, podem ser investigados os proje-
tos de controle com critérios de desempenho baseados nas
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normas Ho e Hoo, € do tratamento da realimentagao de
saida.
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